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ی عا ه

تار
انسجام علمی آثار اولین می�باشد. شاخه�ریاضیات قدیمی�ترین شاید یا قدیمی�ترین از یکی اعداد نظریه�ی

طول در میلاد). از قبل ۵٠٠ الی است(۵۶٩ فیثاغورث به منسوب بیشتر نظریه، یک عنوان به یافته

است. کرده جلب خود به را بسیاری غیرحرفه�ای افراد هم�چنین و بزرگ دانشمندان نظریه، این قرون،

نیاز بدون و ساده قدر آن نظریه، این در پیچیده بسیار بعضاً مسائل که است این امر این دلیل

این بر تصور همواره می�انگیزند. بر را فرد هر کنجکاوی و توجه که هستند بیان قابل پیچیده زبانی به

جدی فکری چالش�های به پرداختن به علاقه و سرگرمی بیشتر اعداد نظریه�ی به پرداختن دلیل که بود

عملی کاربردی هیچ�گونه بعضاً ریاضی شاخه�ی این دانشمندان حتی که طوری به است. بوده افراد در

در ریاضی برجسته�ی دانشمند میلادی) ١٩۴٧ الی ١٨٧٧) هاردی نبوده�اند. قائل اعداد نظریه�ی برای

می�گوید: جایی اعداد نظریه�ی شاخه�ی

آنان که است همان آن و نیست بیشتر یکی علم که، ریاضی�دانان سایر و گاوس خوشحالی و ادعا «این

هرگونه از نظریه این زیاد فاصله�ی که باشد توجیه و درک قابل این�گونه شاید اعداد)، (نظریه�ی دارند

می�دارد.» نگه احترام قابل و پاک را نظریه این معمولی، بشر فعالیت

به�شدت دانشگاه�ها و دبیرستان�ها درسی برنامه�های در ریاضی از زمینه این اخیر دهه�های در دلیل به�همین

است. تأسف جای دلیل دو به غفلت این است. شده سپرده فراموشی به تقریباً و گرفته قرار غفلت مورد

ت



ث

در علمی روش�های با دانشجویان کردن آشنا و ریاضی آموزش برای زمینه�ها بهترین از یکی زمینه این

زیادی مقدمات و نیازها پیش آن�هاست. در استدلال و علمی تفکر قدرت پرورش هم�چنین و ریاضی،

حل در هستند. استدلالی و علمی شدت به روش�ها حال عین در و است فهم و درک قابل ندارد، نیاز

استعداد، شهود، کنجکاوی، می�تواند خطا و آزمون به بودن قادر ضمن دانشجو اعداد، نظریه�ی مسائل

برخی در نظریه این وسیع کاربرد با امروزه، علاوه�براین بندد. کار به را خود استدلال قدرت و خلاقیت

نظریه�ی ارتباطات، صحت و امنیت به مربوط مباحث و رمزنگاری در به�ویژه کامپیوتر علوم شاخه�های

مقدماتی ایده�های و نتایج حتی است. گرفته قرار ریاضی کاربردی شاخه�های مقدم خط در اعداد

را جهان در پیشرفته�ای بسیار رمزنگاری و امنیتی سیستم�های نظری اساس امروزه حاضر، نوشته�ی

می�دهند. تشکیل

مطرح ریاضی کارشناسی دوره�ی اعداد نظریه�ی درس در که است مباحثی از خلاصه�ای حاضر متن

اگرچه ارائه�اند. قابل کارشناسی دوره�ی اول سال در حتی که شده�اند گزینش نحوی به مطالب می�شود.

شوند. تدریس سوم یا دوم سال�های در می�شود توصیه

شدن پخته برای می�دهد. پوشش را بحث اصلی هسته�ی واقع در و نیست کامل وجه هیچ به متن

اضافه باید مدرس سلیقه�ی یا و دانشجویان علاقه�ی حسب تکمیلی عنوان به مطالب از برخی بحث

زوج تام، اعداد فرما، اعداد مرسن، اول اعداد و مرسن اعداد می�تواند مطالب این از برخی شوند.

باشد. ... و پل معادلات حل گسسته، لگاریتم گلدباخ، حدس متحابه، اعداد

امنیتی سیستم�های در اعداد نظریه کاربرد خصوص در فصلی شدن اضافه بدون متن علاوه�براین،

اختیار در تکمیلی یادداشت�های در جداگانه بحث این شد خواهد سعی است. ناقص رمزنگاری و

بحث بین در تمرینات حتماً متن، مطالعه�ی ضمن می�شود توصیه دانشجویان به گیرد. قرار دانشجویان

زبان به اغلب فراوانی، کتب نمایند. حل را زمینه این در دیگری کتب هم�چنین و فصل�ها پایان و

را زیبایی تاریخی نکات مطالب، عرضه�ی حین بودن، کامل�تر بر علاوه که می�شوند یافت انگلیسی،

گرامی دانشجویان به شده�اند ذکر نوشتار این پایان در آن�ها از برخی که کتب این مرور شده�اند. یادآور

می�شود. توصیه

دقیق حسن



ی دردا
تایپی اشتباهات و محتوا خصوص در قبل سال�های در که عزیزی دانشجویان از می�دانم لازم خود بر

كه ديداري سميه خانم از نمایم. تشکر داده�اند، تذکراتی نوشتار، این نویس دست نسخه�های از بخشی

خاطر به وحیدی�فرد محمدرضا آقای از اند، داده انجام را نگارشي و علمي ،اصلاحات متن مطالعه ضمن

می�نمایم. تشکر نهایی صفحه�آرایی خاطر به مروجی عادل سید آقای از و متن از بخشی تایپ

طرف از نوشتار تکمیل و تغییرات جهت پیشنهادات ارائه�ی و محتوایی یا تایپی اشتباه هرگونه تذکر

بود. خواهد اینجانب سپاس موجب محترم، خوانندگان

دقیق حسن

اعداد نظریه درس دانشجویان جم، كياني سميه و کاشانی صادقی ملیحه ، تبار فهیمی وجیهه خانم�ها از

تشکر نمودند، تحویل اینجانب به و یادداشت را قبل ویرایش در زیاد اشکالات که گذشته هاي ترم در

می�نمایم.

دقیق حسن

١٣٩٠ بهمن

ج
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ل۱
ی شذ

اصلخوش�ترتیبی ١.١ §

است. اعداد مجموعه�ی در روابط برخی و خواص و اعداد مطالعه�ی اعداد نظریه�ی درس در موضوع

خواهیم کار و سر نیز حقیقی و گویا اعداد با گاهی چه اگر است. صحیح اعداد بیشتر عدد از منظور

این به پاسخ نیست. ما بحث موضوع می�شوند ساخته چگونه و هستند چه اعداد این این�که داشت.

زیاد کنکاش بدون ما باشید. دیده آنالیز مقدمات یا ریاضیات مبانی درس در حدودی تا شاید را سئوال

می�گیریم. شده شناخته را آن�ها آن�ها، ساختن طریقه�ی و اعداد چیستی مورد در

مجموعه�ی

N = {١, ٢, ٣, . . . , n, . . .}

و طبیعی اعداد مجموعه�ی را

Z = {±٣±,٢±,١, . . . ,±n, . . .}

این مقدماتی خواص و تفریق و تقسیم و ضرب و جمع اعمال می�نامیم. صحیح اعداد مجموعه�ی را

هستید: آشنا زیر اساسی اصل با حتماً شما است. آشنا Z مجموعه�ی در اعمال

٢



٣ خوش�ترتیبی اصل ١.١ §

است. عضو کوچکترین دارای N از ناتهی مجموعه�ی زیر هر ترتیبی: خوش اصل -

�

آن�گاه باشد، N مجموعه�ی از ناتهی زیرمجموعه�ی یک S اگر که معناست بدین ترتیبی خوش اصل

.a ≤ b داریم b ∈ S عضو هر برای كه به�نحوی می�شود یافت S در a � چون عددی

نمود. ثابت را حساب اعمال و صحیح اعداد خواص از بسیاری می�توان خوش�ترتیبی اصل کمک به

نمایید. توجه خواص این از زیر مثال�های به -

عدد این�صورت در باشند. طبیعی عدد دو b و a کنیم فرض ارشمیدسی). (خاصیت � ١.١ قضیه

na ≥ b كه به�نحوی می�شود یافت n طبیعی

هر برای یعنی .na < b داریم n طبیعی عدد هر برای پس نباشد. برقرار حکم کنیم فرض اثبات.

مجموعه�ی درنتیجه، است. طبیعی عددی لذا و b− na > ٠ � عدد n طبیعی عدد

S = {b− na : n ∈ N}

است. عضو کوچکترین دارای S خوش�ترتیبی اصل بنابر است. N از ناتهی زیرمجموعه�ی یک

لذا و m + ١ ∈ N داریم حال .m ∈ N آن در که باشد S عضو کوچکترین b − ma کنیم فرض

−b.اما (m+ ١)a ∈ S

b− (m+ ١)a = (b−ma)− a < b−ma

نادرست خلف فرض لذا است. متناقض است S عضو کوچکترین b−ma که فرض این با این و

� است. برقرار حکم پس است.

می�شود. نتیجه خوش�ترتیبی اصل از به�راحتی نیز ریاضی استقراء معروف اصل



۴ خوش�ترتیبی اصل ١.١ §

كه به�نحوی باشد طبیعی اعداد از زیرمجموعه یک T کنیم فرض استقراء). (اصل ٢.١ قضیه

و ،١ ∈ T (١)�

.k + ١ ∈ T آن�گاه k ∈ T اگر ،k طبیعی عدد هر برای (٢)

.T = N این�صورت در

کنیم فرض اثبات.

S = {n ∈ N : n /∈ T}

اصل بردن به�کار با نباشد. تهی S کنیم فرض است. تهی S دهیم نشان است کافی حکم اثبات برای

� برسید. تناقض به T خواص از استفاده با و S مورد در خوش�ترتیبی

برده�اید: کار به ریاضی گزاره�نماهای اثبات برای بارها استقراء اصل از زیر شکل

کنیم فرض است. طبیعی عددی n آن در که باشد گزاره�نما یک p(n) کنیم فرض ٣.١ قضیه

و است. درست گزاره�ی یک p(١)� (١)

p(k+١) گزاره�ی آن�گاه باشد درست گزاره�ی یک p(k) اگر ،k طبیعی عدد هر برای (٢)

است. درست

است. درست گزاره�ی یک p(n) گزاره�ی n طبیعی عدد هر برای این�صورت در

قبل قضیه�ی کمک به حال .T = {n ∈ N : است درست گزاره�ی یک p(n)} بگیرید اثبات.

� می�دهد. نتیجه را قضیه حکم این .T = N کنید ثابت



۵ شمردن ٢.١ §

اعداد این�صورت در باشند. صحیح عدد دو b ̸= ٠ و a کنیم فرص تقسیم). (الگوریتم � ۴.١ قضیه

كه به�نحوی می�شوند یافت r و q � منحصربه�فرد صحیح

a = bq + r , ٠ ≤ r < |b|

گوییم. b بر a تقسیم باقیمانده�ی و قسمت خارج ترتیب به را r و q اعداد

دهید قرار .b > ٠ کنید فرض ابتدا اثبات.

S = {a− nb : n ∈ Z , a− nb ≥ ٠}

� کنید. ثابت را قضیه خوش�ترتیبی اصل بردن به�کار با سپس است. ناتهی S دهید نشان

شمردن ٢.١ §

داریم آن�گاه باشد صفر برابر b بر a تقسیم باقیمانده�ی اگر باشند. صحیح عدد دو b ̸= ٠ و a کنیم فرض

است. زیر تعریف مبنای خاص حالت این .a = bq

می�شمارد، را a عدد ،b عدد گوییم .b ̸= ٠ و باشند صحیح عدد دو b و a کنیم فرض ۵.١ تعریف

باشد. صفر برابر b بر a تقسیم باقیمانده�ی هرگاه

علامت .a = bq كه به�نحوی شود یافت q صحیح عدد هرگاه می�شمارد را a عدد ،b عدد دیگر عبارت به

را a عدد b می�گوییم همچنین بشمارد را a عدد b اگر می�شمارد. را a عدد b که است معنی بدین b|a

است. b مضرب یک a یا است، a عامل یک b یا است، a علیه مقسوم یک b یا می�کند، عاد

اگر a|١ همچنین .a|٠ و ١|a و a|a داریم a ̸= ٠ عدد هر برای که می�شود نتیجه فوق تعریف از

زیر قضیه در خواص این از برخی کرد. بیان می�توان نیز را دیگری بسیار خواص .a = ±١ اگر تنها و

می�شوند: نتیجه شمارش تعریف از راحتی به و آمده�اند



۶ شمردن ٢.١ §

این�صورت در باشند. صحیح اعدادی d و c ،b ،a کنیم فرض ۶.١ قضیه

.ac|bd آن�گاه c|d و a|b اگر (١)

.a|c آن�گاه b|c و a|b اگر (٢)

.a = ±b آن�گاه b|a و a|b اگر (٣)

.|a| 6 |b| آن�گاه b ̸= ٠ و a|b اگر (۴)

.a|mc+ nb ،n و m صحیح عدد دو هر برای آن�گاه a|c و a|b اگر (۵)

a مشترک مقسوم�علیه یک را d صحیح عدد باشند. صحیح اعدادی b و a کنیم فرض ٧.١ تعریف

است d مثبت و صحیح عدد b و a مشترک علیه مقسوم بزرگترین به�ویژه .d|b و d|a هرگاه گوییم b و

ناکمتر b و a مشترک علیه مقسوم هر از d و است b و a مشترک علیه مقسوم یک d که نحوی به

مرتب زوج با صورتی�که در یا( ,a)ب.م.م b) با را b و a عدد دو مشترک علیه مقسوم بزرگترین است.

می�دهیم. نشان (a, b) با خلاصه طور به نشود) گرفته اشتباه (a, b)

(٣, ٠) = ٣ و (٣۵,−١۴) = ٧ ،(٣, ۵) = ١ ٨.١ مثال

بزرگترین لذا است. b و aمشترک علیه مقسوم یک صحیح عدد هر آن�گاه a = b = ٠ اگر ٩.١ تبصره

باشند صفر مخالف b یا a درصورتی�که می�دهد نشان زیر قضیه ندارد. وجود b و a � مشترک مقسوم�علیه

b و a عدد دو از خطی ترکیب یک به�علاوه و دارد، وجود b � و a مشترک مقسوم�علیه بزرگترین آن�گاه

است.



٧ شمردن ٢.١ §

در باشد. صفر مخالف b یا a و باشند صحیح عدد دو b و a کنیم فرض (بزو). ١٠.١ قضیه

مقسوم�علیه بزرگترین این d اگر به�علاوه و دارد وجود b و a مشترک مقسوم�علیه بزرگترین این�صورت

d = λ a+ µ b كه به�نحوی می�شوند یافت µ � و λ صحیح اعداد آن�گاه باشد، مشترک

دهید قرار اثبات.

S = {ua+ vb : u, v ∈ Z, ua+ vb > ٠}

کنید فرض است. عضو کوچکترین دارای ترتیبی خوش اصل بنابر لذا و است ناتهی S دهید نشان

است. b و a مشترک مقسوم�علیه بزرگترین d می�دهیم نشان باشد. S عضو کوچکترین d = λ a+µ b

داریم تقسیم الگوریتم بنابر d بر a تقسیم با

a = qd+ r ٠ ≤ r < d

لذا

r = a− qd = a− q(λ a+ µ b) = (١− q λ)a+ (−q µ)b

a = qd لذا ،r = ٠ پس است. متناقض d� انتخاب با این که r < d و r ∈ S آن�گاه r ̸= ٠ اگر

d١ > ٠ اگر است. b و aمشترک مقسوم�علیه یک dپس .d|b می�شود ثابت مشابه طریق به .d|a یعنی

نتیجه این از و d١|λa+µb = d لذا و d١|b و d١|a آن�گاه باشد b و a دلخواه مشترک مقسوم�علیه یک

� است. تمام اثبات و d١ ≤ d که می�شود

بدست برای روشی آن�که بدون می�نماید اثبات را µ و λ وجود فوق قضیه�ی که کنیم توجه ١١.١ تبصره

نمود. خواهیم ارائه µ و λ آوردن بدست برای را اقلیدس الگوریتم بعداً دهد. ارائه آن�ها آوردن

داریم µ = ٢ و λ = ١ فرض با .(٣۵,−١۴) = ٧ داریم ١٢.١ مثال

λ (٣۵) + µ (−١۴) = ٣۵+ ٢(−١۴) = ٧



٨ شمردن ٢.١ §

برابر b و a مشترک علیه مقسوم بزرگترین اگر باشند. صحیح عدد دو b و a کنیم فرض ١٣.١ تعریف

می�گوییم. اول هم به نسبت را b � و a باشد، ١

.λa+µb = ١ � که می�شوند یافت µ و λ صحیح اعداد بزو قضیه�ی بنابر باشند، اول هم به نسبت b و a اگر

است: برقرار نیز بزو قضیه�ی عکس خاص حالت این در

و اگر اولند هم به نسبت b و a صورت این در باشند. صحیح عدد دو b و a کنیم فرض ١۴.١ قضیه

.λ a+ µ b = ١ كه به�نحوی شوند یافت µ و λ صحیح اعداد اگر تنها

که می�شوند یافت µ و λ بزو قضیه�ی بنابر آن�گاه باشند اول هم به نسبت b و a اگر اثبات.

λa+µb.فرض = ١ كه به�نحوی شوند یافت µ و λ صحیح اعداد کنیم فرض برعکس .λa+µb = ١

یعنی .d|λ a+µ b لذا و d|b و d|a صورت این در باشد. b و a مشترک علیه مقسوم بزرگترین d کنیم

� اولند. هم به نسبت b و a یعنی d = ١ � پس .d|١

.(a
d
,
b

d
) = ١ آن�گاه (a, b) = d اگر ١۵.١ نتیجه

� کنید. ثابت قبل قضیه�ی کمک به اثبات.

ab|c آن�گاه (a, b) = ١ و b|c و a|c اگر ١۶.١ نتیجه

لذا .λ a+ µ b = ١ كه به�نحوی می�شوند یافت µ و λ صحیح اعداد بزو قضیه�ی بنابر اثبات.

λac+ µbc = c

لذا .c = q١a = q٢b که می�شوند یافت q٢ و q١ صحیح اعداد لذا b|c و a|c چون

c = λac+ µbc = λ a(q٢b) + µb (q١a) = (λ q٢ + µq١) ab

� ab|c پس



٩ اقلیدس الگوریتم ٣.١ §

مثال عنوان به است. لازم (a, b) = ١ شرط بالا نتیجه�ی در که باشید داشته توجه ١٧.١ تبصره

۶٠ - ٩٠ اما .۶|٩٠ و ٩٠|١٠

.a|c صورت این در (a, b) = ١ و a|b c کنیم فرض اقلیدس). (لم ١٨.١ نتیجه

لذا .λ a+ µ b = ١ كه به�نحوی می�شوند یافت µ و λ صحیح اعداد بزو قضیه�ی بنابر اثبات.

λ a c+ µ b c = c

داریم لذا .q صحیح عدد یک برای b c = q a می�شود نتیجه a|b c از اما

c = λ a c+ µ b c = λ a c+ µ q a = (λ c+ µ q)a

� .a|c لذا و

اقلیدس الگوریتم ٣.١ §
تعریف است صفر مخالف b یا a وقتی را b و a عدد دو مشترک علیه مقسوم بزرگترین قبل بخش در

آن�گاه باشد d برابر b و a مشترک مقسوم�علیه بزرگترین اگر کردیم ثابت بزو قضیه�ی در همچنین کردیم.

و کارآمد روشی اقلیدس الگوریتم .d = λ a + µ b � كه به�نحوی می�شوند یافت µ و λ صحیح اعداد

شده گرفته بکار اصلی ایده زیر ساده�ی لم می�دهد. بدست µ و λ همچنین و d آوردن بدست برای سریع

است. اقلیدس الگوریتم در

صحیح عدد هر برای باشد. صفر مخالف b یا a و باشند صحیح عدد دو b و a کنیم فرض ١٩.١ لم

داریم q

(a, b) = (a, b+ q a)

چون حال .d|b+ q a پس d|b و d|a داریم .d′ = (a, b+ q a) و d = (a, b) کنیم فرض اثبات.

.d′|(b+ q a)− q a = b لذا .d′|b+ q a و d′|a داریم مشابه طریق به .d ≤ d′ پس d|b+ q a و d|a

� .d = d′ پس .d′ ≤ d پس .d′|b و d′|a چون لذا



١٠ اقلیدس الگوریتم ٣.١ §

صورت این در .a = b q + r کنیم فرض ٢٠.١ نتیجه

(a, b) = (b, r)

داریم قبل لم بنابر اثبات.

(b, r) = (b, r + q b) = (b, a) = (a, b)

�

مخالف b یا a و باشند مثبت صحیح عدد دو b و a کنیم فرض اقلیدس). (الگوریتم ٢١.١ قضیه

بگیرید: نظر در را زیر متوالی تقسیمات باشد. صفر
(١) a = q١ b+ r١ ٠ ≤ r١ < b
(٢) b = q٢ r١ + r٢ ٠ ≤ r٢ < r١
(٣) r١ = q٣ r٢ + r٣ ٠ ≤ r٣ < r٢

... ...
(n) rn−٢ = qn rn−١ + rn ٠ ≤ rn < rn−١

(n+ ١) rn−١ = qn+١ rn + rn+١ ٠ ≤ rn+١ < rn

حالت این در .rn+١ = ٠ که می�شود یافت n ∈ N صورت این در

(a, b) = rn

می�شود یافت nی بنابراین هستند. نامنفی اعداد ها ri و r١ > r٢ > r٣ > . . . داریم اثبات.

داریم قبل نتیجه�ی مکرر کاربرد با حال .rn+١ = ٠ که

(a, b) = (b, r١) = (r١, r٢) = (r٢, r٣) = . . . = (rn−١, rn)

پس .(rn−١, rn) = rn یعنی .rn|rn−١ یعنی rn−١ = qn+١ rn لذا rn+١ = ٠ چون حال

(a, b) = rn

�

λ صحیح اعداد b و a مشترک مقسوم�علیه بزرگترین محاسبه�ی بر علاوه فوق الگوریتم ٢٢.١ تبصره

چنان را µ و λ آن�گاه d = (a, b) اگر یعنی می�دهد. بدست دارند وجود بزو قضیه�ی بنابر که را µ و

دهیم قرار است کافی .d = λ a+ µ b که می�دهد

d = rn = rn−٢ − qn rn−١



١١ اقلیدس الگوریتم ٣.١ §

لذا و rn−١ = rn−٣ − qn−١ rn−٢ داریم (n− ١) معادله�ی از rn−١ آوردن بدست با

d = rn−٢ − qn(rn−٣ − qn−١ rn−٢) = (١+ qn qn−١) rn−٢ + (−qn) rn−٣

ادامه�ی با می�دهیم. قرار اخیر معادله�ی در و محاسبه (n−٢) معادله�ی از را rn−٢ مقدار بعد گام در

می�آید بدست روند این

d = λ a+ µ b

کنیم: تجربه مثالی در را فوق الگوریتم دهید اجازه

داریم بگیرید. نظر در را b = ١٩٨ و a = ٢۵٢ اعداد ٢٣.١ مثال

(١) ٢۵٢ = ١× ١٩٨+ ۵۴
(٢) ١٩٨ = ٣× ۵۴+ ٣۶
(٣) ۵۴ = ١× ٣۶+ ١٨
(۴) ٣۶ = ٢× ١٨+ ٠

داریم همچنین .d = (٢۵٢, ١٩٨) = r٣ = ١٨ لذا و r۴ = ٠ این�جا در

d = ١٨ = ۵۴− ١× ٣۶ = ۵۴− ١× (١٩٨− ٣× ۵۴)
= ۴× ۵۴− ١٩٨ = ۴(٢۵٢− ١× ١٩٨)− ١٩٨
= ۴× ٢۵٢− ۵× ١٩٨

داریم µ = −۵ و λ = ۴ فرض با لذا

d = ١٨ = λ(٢۵٢) + µ(١٩٨)

نظریه�ی در کارآ و مهم بسیار الگوریتم�های از یکی سادگی علی�رغم اقلیدس الگوریتم ٢۴.١ تبصره

عدد دو مقسوم�علیه بزرگترین آوردن بدست برای نیاز مورد محاسبات تعداد که معنی بدین است. اعداد

متوالی تقسیمات تعداد که داد نشان می�توان واقع در است. کم بسیار b و a اعداد به نسبت b و a

b و a اگر مثال عنوان به است. کوچکتر عدد ارقام تعداد برابر ۵ حداکثر اقلیدس الگوریتم در نیاز مورد

مشترک مقسوم�علیه بزرگترین می�توان متوالی تقسیم ١٠٠٠ با حداکثر باشند رقمی ٢٠٠ حدوداً اعداد

حتماً است. انجام قابل ثانیه چند در کامپیوتری ساده�ی برنامه�ی یک با کار این کرد. پیدا را b و a

آن ابتدا عدد دو مشترک مقسوم�علیه بزرگترین آوردن بدست برای گاهی دبیرستان در که دارید یاد به

تجزیه�ی روی از را مشترک مقسوم�علیه بزرگترین سپس و می�کردیم تجزیه اول عوامل به را عدد دو



١٢ خطی دیوفانتی معادله�ی ۴.١ §

حالت در رقم ٢٠٠ حدود با اعداد تجزیه�ی که است ضروری این�جا در نکته این ذکر می�نوشتیم. اعداد

بزرگترین آوردن بدست روش لذا و می�کشد طول سال میلیاردها امروزه کامپیوترها، سریعترین با کلی

است. غیرعملی و ناکارآمد کاملا روشی تجزیه از استفاده با مشترک مقسوم�علیه

دیوفانتیخطی معادله�ی ۴.١ §

سریع روشی تقسیم، الگوریتم و مشترک مقسوم�علیه بزرگترین مفهوم از کاربردی عنوان به بخش این در

خطی دیوفانتی معادله�ی حل برای

ax+ by = c (١.١)

چندجمله�ای یک f آن در که f(x١, x٢, . . . , xn) = ٠ شکل به معادله یک کلی حالت در می�دهیم. ارائه

معادله�ای چنین حل از منظور و گوییم. دیوفانتی معادله�ی یک را است، صحیح ضرایب و متغیر n با

به و منسوب معادلاتی، چنین برای دیوفانتی نام است. آن صحیح جواب�های کلیه�ی آوردن به�دست

قدیمی متون می�باشد. میلاد) از قبل ٢۵٠ ،Diophantus) � دیوفانتوس یونانی، ریاضی�دان افتخار

به بیشتر ریاضی، زبان در امروز علامات وجود عدم دلیل به که دیوفانتی مسائل از است پر ریاضی

شنیده�اید. احتمالا را زیر مثال شده�اند. بیان علامات از استفاده بدون و نوشتاری زبان

که این به باتوجه ٢۵.١ مثال

می�شویم» صد جملگی ما شوی ما با هم تو گر ما نصف از ای نصفه و ما نصف و ما و «ما

آن�گاه باشد، x ما جمعیت اگر ریاضی علامات با است؟ تا چند ما تعداد

x+ x+
١
٢
x+

١
٢
(
١
٢
x) + ١ = ١٠٠

.x = ٣۶ لذا و

می�کند: محاسبه را دیوفانتوس عمر طول زیر مثال

دوازدهم یک گذشت از پس کرد. صرف کودکی در را خود عمر از ششم یک دیوفانتوس ٢۶.١ مثال

پسر یک صاحب سال پنج از پس و کرد. ازدواج دیگر هفتم یک گذشت از پس درآورد. ریش دیگر



١٣ خطی دیوفانتی معادله�ی ۴.١ §

درگذشت. پسر از بعد سال چهار پدر بود. پدر عمر طول نصف پسر عمر طول شد.

جواب�های کلیه�ی می�خواهیم هستند. صحیح اعدادی c و b ،a آن در که می�گردیم. بر (١) معادله�ی به

فرض باشد. (a, b) = d برابر b و a مشترک مقسوم�علیه بزرگترین کنیم فرض بیابیم. را (١) صحیح

این�صورت در باشد. معادله جواب یک (x٠, y٠) کنیم

ax٠ + by٠ = c

جواب وجود برای لازم شرط یک d|c شرط لذا .d|ax٠ + by٠ = c که می�شود نتیجه d|b و d|a از

قضیه�ی بنابه .c = dc′ کنیم فرض زیرا هست. نیز کافی شرط این . است (١) معادله�ی برای صحیح

لذا و λa+ µb = d که می�شود یافت µ و λ صحیح اعداد بزو

(c′λ)a+ (c′µ)b = c′d = c

. است (١) معادله�ی جواب یک (c′λ, c′µ) یعنی

یک (x′, y′) کنیم فرض باشد. (١) معادله�ی جواب یک (x٠, y٠) کنیم فرض و d|c کنیم فرض حال

این�صورت در باشد. (١) دلخواه جواب

ax٠ + by٠ = ax′ + by′ = c

پس .a(x′ − x٠) = −b(y′ − y٠) لذا و
a

d
(x′ − x٠) = − b

d
(y′ − y٠) (٢.١)

نتیجه (a
d
,
b

d
) = ١ � این�که و b

d
|a
d
(x′ − x٠) از حال صحیح�اند). عدد دو b

d
و a

d
که کنیم (توجه

پس .k ∈ Z یک برای x′ − x٠ = k
b

d
لذا . b

d
|x′ − x٠ که می�شود

x′ = x٠ + k
b

d

پس .a
d
(k

b

d
) = − b

d
(y′ − y٠) که می�شود نتیجه (٢) از حال

y′ = y٠ − k
a

b

آن در که (x′, y′) = (xk, yk) لذا xk = x٠ + k
b

d
yk = y٠ − k

a

d



١۴ خطی دیوفانتی معادله�ی ۴.١ §

می�کند. صدق (١) معادله�ی در (xk, yk) زوج k هر برای که می�شود دیده به�راحتی برعکس،

کردیم: ثابت را زیر قضیه�ی بنابراین

برابر b و a مشترک مقسوم�علیه بزرگترین و باشند صحیح اعدادی c و b ،a کنیم فرض ٢٧.١ قضیه

.d|c اگر وتنها اگر است صحیح جواب دارای ax+ by = c � معادله�ی این�صورت در باشد. (a, b) = d

از عبارتند معادله جواب�های کلیه�ی آن�گاه باشد معادله جواب یک (x٠, y٠) و d|c اگر به�علاوه xk = x٠ + k
b

d
yk = y٠ − k

a

d
است. صحیح عددی k آن در که

.١١x+ ٢۴y = ۴٠٠ معادله�ی مثبت و صحیح جواب�های کلیه�ی است مطلوب ٢٨.١ مثال

اقلیدس الگوریتم از استفاده با است، ١ برابر ١١ و ٢۴ اعداد مقسوم�علیه بزرگترین که این به توجه با حل:

و (١١)١١ + (−۵)٢۴ = ١ یعنی می�آیند. دست به µ = −۵ و λ = ١١� اعداد آن از بعد تبصره�ی و

لذا

(۴۴٠٠)١١+ (−٢٠٠٠)٢۴ = ۴٠٠

از عبارتند معادله جواب�های کلیه�ی و است. معادله جواب یک (x٠, y٠) = (۴۴٢٠٠٠−,٠٠) � لذا }و
xk = ۴۴٠٠+ ٢۴k
yk = −٢٠٠٠− ١١k k ∈ Z

جواب دو k قراردادن با و k = −١٨٣−,١٨٢ که می�دهد نتیجه yk و xk بودن مثبت شرط حال

می�آیند. به�دست (٨, ١٣) و (٣٢, ٢)



١۵ تمرین ۵.١ §

تمرین ۵.١ §

دهید نشان .١

می�باشد. ٣k + ١ یا ٣k شکل به عدد هر مربع (الف)

می�باشد. ٩k + ٨ و ٩k + ١ ،٩k های شکل از یکی به عدد هر مکعب (ب)

می�باشد. ۴k + ١ شکل به فرد عدد هر مربع (ج)

باشد. کامل مربع ٣a٢ + ١ عدد نحوی�که به بیابید a برای مقدار ده .٢

است. صحیح عددی همواره n(n+ ٢)(١n+ ١)
۶

دهید نشان .٣

می�باشد. ٧k ± ١ و ٧k شکل به عدد هر مکعب .۴

نیست. کامل مربع ١١, ١١١, ١١١١, ١١١١١, . . . اعداد از یک هیچ دهید نشان .۵

.n ≥ ١ هر برای دهید نشان .۶

.٨|۵٢n + ٧ � (الف)

.١۵|٢۴n − ١ � (ب)

.٢۴|٢× ٧n + ٣× ۵n − ۵ � (ج)

،a صحیح عدد برای دهید نشان .٧

اولند. هم به نسبت ٩a+ ۴ و ٢a+ ١ اعداد (الف)

اولند. هم به نسبت ٧a+ ٣ و ۵a+ ٢ اعداد (ب)

.٢d − ٢|١n − ١ آن�گاه ،d|n اگر دهید نشان .٨



١۶ تمرین ۵.١ §

و a آن�گاه باشند، اول هم به نسبت c و a همچنین و اول هم به نسبت b و a اگر دهید نشان .٩

اولند. هم به نسبت bc

باشند، اول هم به نسبت b و a اگر دهید نشان ابتدا (راهنمایی: .a|b آن�گاه ،an|bn اگر دهید .١٠

اولند.) هم به نسبت bn � و an آن�گاه

بیابید: را زیر معادلات مثبت صحیح جواب�های کلیه�ی .١١

.١٨x+ ۵y = ۴٨ (الف)

.۵۴x+ ٢١y = ٩٠۶ (ب)

.١٢٣x+ ٣۶٠y = ٩٩ (ج)

.١۵٨x− ۵٧y = ٧ (د)

معادله�ی دهید نشان باشند. اول هم به نسبت و مثبت صحیح عدد دو b و a کنیم فرض .١٢

است. صحیح جواب بی�نهایت دارای ax− by = c

بیابید. را ١۵x+ ١٢y + ٣٠z = ٢۴ صحیح جواب�های کلیه�ی .١٣

١٠ عدد هر سیب ریال، ١ عدد هر خیار اگر داریم. پول تومان ١٠٠ نفر، ١٠٠ از پذیرایی برای .١۴

١٠٠ کل بهای با میوه ١٠٠ دقیقاً می�توان طریق چند به باشد. ریال ٣٠ عدد هر پرتقال و ریال

چگونه؟ خرید؟ تومان

و a

b
ساده�ی کسر دو مجموع اگر دهید نشان .(a, b) = ١ هرگاه گوییم ساده را (b ̸= ٠)

a

b
کسر .١۵

.b = d آن�گاه باشد صحیح عدد یک c
d
�

نشان .ad− bc = ١ و n = cx+dy و m = ax+ by و صحیح�اند عدد دو y و x کنیم فرض .١۶

.(m,n) = (x, y) دهید



١٧ تمرین ۵.١ §

.b = ١ دهید نشان .(a
b
)m = n و (a, b) = ١ کنیم فرض (الف) .١٧

است. اصم عددی n
١
m کنید ثابت نباشد، طبیعی عدد یک mام توان n اگر (ب)

.n طبیعی عدد یک برای y = na و x = nb آن�گاه xa = yb و (a, b) = ١ اگر .١٨



١٨ تمرین ۵.١ §



ل۲
داداول ا

می�باشد. اعداد نظریه�ی در بحث مهم�ترین و اساسی�ترین اول، عدد مفهوم

اول عوامل به تجزیه ١.٢ §

،p|bc اگر c و b صحیح عدد دو هر برای هرگاه گوییم، اول را p > ١ صحیح عدد (الف) ١.٢ تعریف

.p|c یا p|b آن�گاه

١ و p اعداد p � مثبت مقسوم�علیه�های تنها هرگاه گوییم، تحویل�ناپذیر را p > ١ صحیح عدد (ب)

باشند.

نباشد. اول هرگاه گوییم، مرکب را p > ١ صحیح عدد (ج)

همان داشته�اید اول عدد برای که تعریفی و شده�اید آشنا اول اعداد با قبلا شما احتمالا ٢.٢ تبصره

می�دهد نشان زیر گزاره�ی نمودیم. ارائه تحویل�ناپذیری عدد برای فوق تعریف در (ب) قسمت در که است

است آن تعریف دو ارائه علت معادل�اند. بودن تحویل�ناپذیر و اول�بودن مفهوم صحیح عدد یک برای که

اعداد دستگاه اگر مثال عنوان به نیستند. معادل مفهوم دو این اعداد از دیگر دستگاه�های برخی در که

مجموعه�ی شما

١٩



٢٠ اول عوامل به تجزیه ١.٢ §

Z[
√
−۵] = {m+ n

√
−۵ : m,n ∈ Z}

حال عین در است. تحویل�ناپذیر α = ١+
√
−۵ عدد آن�گاه باشد،

،(١+
√
−۵)(١+

√
−۵) = ۶ = ٢× ٣

نیست. Z[
√
−۵] دستگاه در اول عددی α لذا .α ̸ |٣ و α ̸ |٢ ولی α|٢× ٣ � یعنی

باشد. تحویل�ناپذیر اگر تنها و اگر است اول p > ١ صحیح عدد ٣.٢ گزاره

.p|bc و باشند صحیح عدد دو c و b کنیم فرض باشد. تحویل�ناپذیر عددی p کنیم فرض اثبات.

،d = p اگر .d = ١ یا d = p پس d|p چون باشد. b و p مشترک مقسوم�علیه بزرگترین d کنیم فرض

p لذا و .p|c داریم اقلیدس لم بنابر لذا و اول�اند هم به نسبت b و p آن�گاه ،d = ١ اگر و .p|b آن�گاه

است. اول

p = dc لذا باشد. p مثبت مقسوم�علیه یک d کنیم فرض باشد. اول عددی p کنیم فرض برعکس،

برای d = pc′ آن�گاه ،p|d اگر .p|c یا p|d لذا است اول p چون .p|dc پس .c صحیح عدد یک برای

.d = ١ آن�گاه p|c اگر مشابه طریق به .c = ١ � پس .cc′ = ١ لذا .p = pcc′ لذا . c′ صحیح عدد یک

� است. تحویل�ناپذیر p پس

باشد. اول عددی p کنیم فرض ۴.٢ گزاره

برای p|ai � آن�گاه ،p|a١a٢ · · · an و باشند صحیح اعدادی a١, a٢, . . . , an اگر (الف)

.١ ≤ i ≤ n یک

یک برای p = pi � آن�گاه ،p|p١p٢ · · · pn و باشند اول اعدادی p١, p٢, . . . , pn اگر (ب)

.١ ≤ i ≤ n

� می�شود. ثابت به�راحتی (الف) از استفاده با (ب) و n روی استقراء با (الف) اثبات.



٢١ اول عوامل به تجزیه ١.٢ §

حاصل�ضرب به�صورت می�توان را n > ١ صحیح عدد هر حساب). اساسی (قضیه�ی � ۵.٢ قضیه

است. منحصربه�فرد عوامل ترتیب از صرف�نظر نمایش این نوشت. اول اعداد

کنیم فرض اثبات.

A = {n ∈ N : n > ١ نوشت اول اعداد حاصل�ضرب به�صورت نمی�توان را n}

d ∈ A چون است. d چون عضوی کوچک�ترین دارای ترتیبی خوش اصل بنابر آن�گاه نباشد تهی A اگر

انتخاب به عنایت با .١ < d٢ < d و ١ < d١ < d آن در که d = d١d٢ پس نیست. اول d لذا

اول اعداد حاصل�ضرب به�صورت می�توان را d٢ و d١ پس .d٢ /∈ A و d١ /∈ A که می�شود نتیجه d

نوشت:

d = q١q٢ · · · ql و d = p١p٢ · · · pk

این و d ̸∈ A لذا و d = d١d٢ = p١p٢ · · · pk q١q٢ · · · ql حال اول�اند. ها qi و ها pi آن در که

ثابت قضیه اول قسمت پس است. تهی A که می�شود نتیجه این از است. d انتخاب با متناقض

nنمایش دو .n = p١p٢ · · · pk = q١q٢ · · · ql � کنیم فرض نمایش منحصربه�فردی اثبات برای می�شود.

فرض می�توانیم عوامل ترتیب تغییر با و .k ≤ l � کنیم فرض باشند. اول اعداد ضرب حاصل به�صورت

p١|q١q٢ · · · ql این�که از قبل گزاره�ی به توجه با .q١ ≤ q٢ ≤ · · · ≤ ql و p١ ≤ p٢ ≤ · · · ≤ pk کنیم

می�شود نتیجه q١|p١p٢ · · · pk از مشابه طریق به .١ ≤ s ≤ l یک برای p١ = qs ≥ q١ � می�شود نتیجه

.p٢p٣ · · · pk = q٢q٣ · · · ql داریم p١ حذف با .p١ = qلذا١ .١ ≤ t ≤ k � یک برای q١ = pt ≥ p١

داریم آن�گاه l > k چنانچه .p٢ = q٢, p٣ = q٣, . . . , pk = qk � داشت خواهیم فوق روند تکرار با

k = l پس هستند. یک از بزرگتر اعدادی qiها � چون است، غیرممکن این که .١ = qk+١qk+٢ · · · ql

� است. تمام اثبات و



٢٢ آن�ها بین فاصله و اول اعداد فراوانی ٢.٢ §

آن در که n = pα١
١ pα٢

٢ . . . pαk
k گاه آن باشد، صحیح عدد یک n > ١ اگر ۶.٢ تعریف

را نمایش این .αi ≥ ١ ،١ ≤ i ≤ k هر برای و اول�اند اعدادی p١ < p٢ < · · · < pk ��

گوییم. اول عوامل ضرب حاصل به�صورت n استانده�ی نمایش �

�

تجزیه�ی وجود شد، ثابت ساده نسبتاً استدلالی با که حساب اساسی قضیه�ی چه اگر ٧.٢ تبصره

و عملی راه�کاری وجه هیچ به اثبات روش ولی می�کند تضمین را n > ١ صحیح عدد هر منحصربه�فرد

استفاده با تنها n > ١ صحیح عدد تجزیه برای نمی�دهد. ارائه n > ١ صحیح عدد تجزیه�ی برای کارآمد

با عدد یک تجزیه کنیم. تقسیم n از کوچکتر طبیعی اعداد کلیه بر را n عدد است کافی تعریف، از

همچنین می�برد. زمان سال میلیاردها امروز کامپیوترهای سریع�ترین با روش، این با رقم دویست حدود

اعداد تجزیه دلیل همین به است. مرکب یا اول عددی p > ١ شده�ی داده عدد که این تشخیص است

مسائل است گردیده موجب این می�شود. محسوب ریاضی مسائل دشوارترین از یکی امروزه صحیح

داشته وجود اعداد مجموعه�ی بین آن�هادر توزیع نحوه�ی و اول اعداد خصوص در فراوانی نشده�ی حل

باشد.

دراین فراوانی حدس�های و است شده ثابت زمینه این در تاکنون زیبایی و فراوان نتایج این، وجود با

می�نماییم: اشاره مورد چند به نمونه برای است. نشده ثابت تاکنون که دارند وجود رابطه

آن�ها بین فاصله و اول اعداد فراوانی ٢.٢ §

دارد. وجود اول عدد بی�نهایت اقلیدس). (قضیه�ی ٨.٢ قضیه

اول اعداد همه�ی p١, p٢, . . . , pn کنیم فرض و باشد. متناهی اول اعداد تعداد کنیم فرض اثبات.



٢٣ آن�ها بین فاصله و اول اعداد فراوانی ٢.٢ §

را k حساب اساسی قضیه�ی بنابر می�گیریم. درنظر را k = p١p٢ · · · pn+١ � عدد این�صورت در باشند.

است. بخش�پذیر اول اعداد از تعدادی بر k به�ویژه نوشت. اول اعداد حاصل�ضرب به�صورت می�توان

از یک هر بر k باقی�مانده�ی (درواقع نیست. بخش�پذیر p١, p٢, . . . , pn اول اعداد از هیچ�یک بر k اما

� است. برقرار حکم لذا و است. تناقض یک این و است.) ١ برابر p١, p٢, . . . , pn اول اعداد

اول عدد آن�گاه باشد، مرکب n > ١ اگر باشد. صحیح عدد یک n > ١ کنیم فرض ٩.٢ قضیه

.q|n كه به�نحوی می�شود یافت q ≤ √
n

این از .١ < n٢ < n و ١ < n١ < n آن در که n = n١n٢ لذا باشد. مرکب n کنیم فرض اثبات.

عدد یک بر n١ لذا n١ > ١ چون .n١ ≤
√
n کنیم فرض .n٢ ≤

√
n� یا n١ ≤

√
n که می�شود نتیجه

� .q|n و q ≤ n١ ≤
√
n� داریم لذا است. بخش�پذیر q مانند اول

پس نیست. قسمت قابل ٢, ٣, ۵, ٧, ١١, ١٣, ١٧, ١٩ اول اعداد از هیچ�یک بر ۵٢١ عدد ١٠.٢ مثال

است. اول

روشی میلاد) از قبل ١٩۴ تا ٢٧۶) اراتستن یونانی ریاضی�دان فوق، قضیه�ی کمک به اراتستن: غربال �

و است کردن غربال شبیه کار شیوه�ی داد. ارائه n عدد از کمتر اول اعداد کلیه�ی آوردن به�دست برای

از که شده�اند کشف بعداً متفاوتی غربالی روش�های گوییم. اراتستن غربال روش این به دلیل همین به

اولین می�نویسیم. را n تا ٢ از صحیح اعداد ابتدا اراتستن روش در است. خارج ما بحث حوصله�ی

٢ از بعد باقی�مانده عدد اولین می�کنیم. حذف را ٢ جز به ٢ مضارب کلیه�ی است. اول (٢ (یعنی عدد

٣ جز به ٣ مضارب حال نیست. بخش�پذیر خودش از کوچکتر اول عدد بر چون است. اول (٣ (یعنی

حذف را ۵ جز به ۵ مضارب است. اول (۵ (یعنی ٣ از بعد باقی�مانده عدد اولین می�کنیم. حذف را

اولین جایی�که تا می�دهیم ادامه را کار این است. اول (٧ (یعنی ۵ از بعد باقی�مانده عدد اولین می�کنیم.



٢۴ آن�ها بین فاصله و اول اعداد فراوانی ٢.٢ §

باقی�مانده اعداد کلیه�ی آن از پس باشد. بزرگتر √n از یافته�شده اول عدد آخرین از بعد باقی�مانده عدد

هستند. اول

می�خواهیم، را ۵٠ مساوی یا کوچکتر اول اعداد کلیه کنیم فرض ١١.٢ مثال

٢ ٣ ̸۴ ۵ ۶̸ ٧ ٨̸ ̸ ̸٩ ١̸٠
١١ ١̸٢ ١٣ ١̸۴ ̸١̸۵ ١̸۶ ١٧ ̸١٨ ١٩ ̸٢٠
̸٢̸١ ٢̸٢ ٢٣ ٢̸۴ ̸ ̸٢̸۵ ٢̸۶ ̸٢̸٧ ̸٢٨ ٢٩ ̸٣٠
٣١ ٣̸٢ ̸٣̸٣ ٣̸۴ ̸ ̸٣̸۵ ٣̸۶ ٣٧ ̸٣٨ ̸٣̸٩ ̸۴٠
۴١ ۴̸٢ ۴٣ ۴̸۴ ̸۴̸۵ ۴̸۶ ۴٧ ̸۴٨ ̸ ̸ ̸ ̸۴٩ ̸۵٠

از عبارتند ۵٠ مساوی یا کوچکتر اول اعداد لذا

٢, ٣, ۵, ٧, ١١, ١٣, ١٧, ١٩, ٢٣, ٢٩, ٣١, ٣٧, ۴١, ۴٣, ۴٧

در اول اعداد توزیع نحوه�ی ولی می�کند تضمین را اول عدد بی�نهایت وجود اقلیدس قضیه�ی اگرچه

گوییم متوالی اول عدد دو را اول عدد دو می�رسد. به�نظر اسرارآمیز بسیار طبیعی اعداد مجموعه�ی بین

متوالی اول عدد دو ٢٩ و ٢٣ اعداد مثال عنوان به باشد. نداشته وجود اولی عدد هیچ دو، آن بین هرگاه

جز به لذا است زوج یکی متوالی طبیعی عدد دو هر از چون است. ٢ عدد زوج اول عدد تنها هستند.

جز (به متوالی اول عدد دو فاصله�ی لذا نیستند. متوالی اول عدد دو متوالی طبیعی عدد دو هیچ ٣ و ٢

اعداد از زوج یک را (p, p+ ٢) زوج آن�گاه باشند اول عدد دو p+٢ و p اگر است. ٢ حداقل (٣ و ٢

هستند. دوقلو اول اعداد از زوج�هایی (١١, ١٣) و (۵, ٧) ،(٣, ۵) مثال عنوان به نامیم. دوقلو اول

متوالی اول عدد دو فاصله�ی گاهی که حالی عین در می�شود مشاهده اول اعداد جدول به نگاه یک با

به�نظر طبیعی سؤال دو بنابراین می�شوند. یافت نیز بزرگ بسیار دوقلوی اول اعداد است، زیاد بسیار

فاصله�ی آیا این�که دوم می�شوند؟ یافت بزرگ دلخواه به دوقلوی اول اعداد آیا که این نخست می�رسند.

است. مثبت متضاد، نظر به سؤال دو هر به پاسخ باشد؟ بزرگ دلخواه به می�تواند متوالی اول عدد دو

است. آسان دوم سؤال به مثبت پاسخ و است نشده اثبات حدس یک اول سؤال به مثبت پاسخ البته

دارد. وجود دوقلو اول اعداد از زوج بی�نهایت حدس: �

زیاد جست�وجوهای نتایج نماید، ارائه فوق حدس برای ریاضی اثباتی است نتوانسته کسی هنوز اگرچه



٢۵ آن�ها بین فاصله و اول اعداد فراوانی ٢.٢ §

زوج نمونه عنوان به دارد. دلالت حدس درستی بر کامپیوتری حجیم محاسبات توسط به�ویژه

١, ٠٠٠, ٠٠٠, ٠٠٠, ٠۶١ و ١, ٠٠٠, ٠٠٠, ٠٠٠, ٠۶٣

زوج دو شده�اند یافت تاکنون که دوقلو اول اعداد زوج�های آخرین دوقلوست. اول اعداد از زوج یک

٢, ٠٠٣, ۶۶٣, ۶١٣× ٢١٩۵٠٠٠ ± ١

و
۶۵, ۵١۶, ۴۶٨, ٣۵۵× ٢٣٣٣٣٣٣ ± ١

شده�اند. یافت میلادی ٢٠٠٩ و ٢٠٠٧ سال�های در به�ترتیب که می�باشند

است: دوم سؤال به مثبت پاسخ زیر قضیه�ی

.q−p > n كه به�نحوی می�شود یافت q و p متوالی اول عدد دو ،n طبیعی عدد هر ازای به ١٢.٢ قضیه

اول عدد کوچک�ترین q و (n + ١)! + ٢ از کوچکتر اول عدد بزرگ�ترین p کنیم فرض اثبات.

متوالی اعداد باشند. (n+ ١)! + n+ ١ از بزرگتر

(n+ ١)! + ٢, (n+ ١)! + ٣, . . . , (n+ ١)! + n+ ١

� .q − p > n و هستند متوالی اول عدد دو q و p اعداد لذا (چرا؟) نیستند اول هیچ�یک

وجه هیچ به فوق قضیه�ی اثبات در شده ارائه متوالی اعداد ،n طبیعی عدد برای که نمایید توجه

اثبات در شده ارائه غیراول متوالی عدد ۵ مثال عنوان به نیستند، غیراول متوالی عدد n کوچک�ترین

،٢۴ غیراول متوالی عدد ۵ کوچک�ترین و می�باشند ٧٢۶ و ٧٢۵ ،٧٢۴ ،٧٢٣ اعداد٧٢٢، قضیه�ی

می�باشند. ٢٨ و ٢٧ ،٢۶ ،٢۵

طبیعی اعداد تعداد می�دانیم کنیم. نگاه دیگر زاویه�ی از را اول تعداد بودن نامتناهی دهید اجازه

سری به�علاوه است. ∑نامتناهی
n∈N

١
n
= ١+

١
٢
+

١
٣
+ · · · (١.٢)



٢۶ آن�ها بین فاصله و اول اعداد فراوانی ٢.٢ §

سری کنیم، انتخاب زوج n با جملات فقط جملات همه�ی به�جای (١) سری در اگر ∑واگراست.
n∈N
nزوج

١
n
=

∞∑
n=١

١
٢n

=
١
٢
+

١
۴
+

١
۶
+ · · ·

سری کنیم انتخاب را جمله یک جمله پنج هر از اگر همچنین واگراست. هنوز که می�آید به�دست
∞∑
n=١

١
۵n

=
١
۵
+

١
١٠

+
١
١۵

+ · · ·

است ٢k شکل به n یا کامل مربع n آن در که را جملاتی اگر ولی واگراست. هم باز که می�آید به�دست

سری�های به�ترتیب کنیم، انتخاب
∞∑
n=١

١
n٢ = ١+

١
۴
+

١
٩
+

١
١۶

+ · · ·

∑∞و
k=١

١
٢k

=
١
٢
+

١
۴
+

١
٨
++

١
١۶

· · ·

اعداد تعداد یا طبیعی، اعداد تعداد می�گوید تعبیری به مثال�ها این هستند. همگرا که می�آیند به�دست

دو هر (اگرچه است بیشتر ٢ توان�های تعداد از و کامل مربعات تعداد از ۵ مضارب تعداد یا زوج،

انتخاب است، اول n آن در که را جملاتی اگر که است طبیعی سؤال این حال هستند) بی�نهایت تعداد

داریم: را زیر قضیه�ی واگرا؟ یا همگراست حاصل سری آیا می�افتد؟ اتفاقی چه کنیم

سری ١٣.٢ ∑قضیه
pاول

١
p
=

١
٢
+

١
٣
+

١
۵
+

١
٧
+ · · ·

واگراست. سری یک

سری همگرایی تعریف و اول اعداد خواص از مستقیمی نتیجه�ی که قضیه این اثبات اثبات.

همگرا فوق سری اگر که می�شود یادآوری راهنمایی عنوان به می�گردد. واگذار دانشجویان به هاست،

كه به�نحوی می�شود یافت p٠ اول عدد آن�گاه ∑باشد
pاول
p>p٠

١
p
<

١
٢

�
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که می�گوید دیگر روشی به که می�کنیم بیان اثبات بدون را اول اعداد قضیه�ی بخش این پایان در

است. نوعی چه از بودن نامتناهی این و است نامتناهی اول اعداد تعداد

اول اعداد تعداد ،x مثبت و حقیقی عدد هر برای کنیم فرض اول) اعداد (قضیه�ی ١۴.٢ قضیه

این�صورت در می�دهیم. نشان π(x) با را x از نابیشتر

lim
x→∞

π(x)(
x

log x

) = ١.

جداگانه به�طور فوق قضیه�ی می�کند. میل بی�نهایت سمت به x

log x
همانند π(x) که است معنی بدان این

دانشمندان تلاش ادامه�ی در تا کشید طول سال یک�صد حدود گردید. پیشنهاد لژاندر و گاوس توسط

به�طور میلادی ١٨٩۶ سال در نهایتاً (Riemann) ریمان و (Chebyshev) چبیشف چون بزرگی

گردید. اثبات (de la vallee Poussin)� پوسین و (J.Hadamard) هادامارد توسط جداگانه

حسابی تصاعد در اول اعداد و دیریکله قضیه�ی ٣.٢ §

وجود خصوص در (Dirichlet) دیریکله قضیه�ی اول اعداد خصوص در جالب بسیار نتایج از یکی

جملات تفاضل و تصاعد اول جمله�ی که شرط این (با است. حسابی تصاعد هر در اول عدد بی�نهایت

باشند.) اول هم به نسبت تصاعد متوالی

تقسیم الگوریتم بنابر آن�گاه باشد اول عدد یک p > d اگر باشد. طبیعی عدد یک d کنیم فرض

p = kd+ r

که باشد چنان r اگر که می�دهد نتیجه دیریکله قضیه�ی ب.م.م. (r, d) = ١ � و ٠ < r < d آن در که

حسابی تصاعد در آن�گاه (r, d) = ١

r, r + d, r + ٢d, r + ٣d, . . . , r + kd, . . .

می�شود. یافت اول عدد بی�نهایت



٢٨ حسابی تصاعد در اول اعداد و دیریکله قضیه�ی ٣.٢ §

۴k + ٣ یا ۴k + ١ شکل�های از یکی به اول عدد هر کنیم: امتحان را d = ۴ حالت دهید اجازه

شکل به اول عدد بی�نهایت و ۴k + ١ شکل به اول عدد بی�نهایت دیریکله قضیه�ی بنابر می�باشد.

عدد بی�نهایت کنیم ثابت مستقیماً دیریکله قضیه�ی از استفاده بدون دهید اجازه می�شود. یافت ۴k+ ٣

می�شود. یافت ۴k + ٣ شکل به اول

می�شود. یافت ۴k + ٣ شکل به اول عدد بی�نهایت ١۵.٢ قضیه

۴k+٣ شکل به اول اعداد تعداد کنیم فرض است. اقلیدس قضیه�ی اثبات شبیه اثبات روش اثبات.

می�دهیم قرار باشند. pt, . . . , p٢, p١ � اول اعداد این کنیم فرض و باشد. متناهی

N = ۴p١p٢ · · · pt − ١

اول از اعداد از هیچ�یک که است روشن است. اول عدد تعدادی ضرب حاصل N حساب قضیه�ی بنابر

شکل به همگی و اول qiها آن در که N = q١q٢ · · · qt پس نمی�شمارند. را N عدد pt, . . . , p٢, p١

این�صورت در .qi = ۴ki + ١ می�دهیم قرار .١ ≤ i ≤ r هر برای می�باشند. ۴k + ١

N = (۴k١ + ١)(۴k٢ + ١) · · · (۴kr + ١) = ۴s+ ١

که ٢ = ۴(p١p٢ · · · pt − s) یعنی .۴p١p٢ · · · pt − ١ = ۴s + ١ لذا .s طبیعی عدد یک برای

� است. غیرممکن

۵k − ١ و ٨k − ١ ،۴k + ١ چون شکل�هایی به اول عدد بی�نهایت وجود اثبات بعد فصل�های در

دید. خواهیم را

قابل اعداد نظریه�ی در پیشرفته درس�های در که دارد قوی�تر ابزاری به نیاز دیریکله قضیه�ی اثبات

می�نماییم: ثابت اثبات بدون را قضیه صورت این�جا در است. ارائه
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و d کنیم فرض � حسابی) تصاعد یک در اول اعداد خصوص در دیریکله (قضیه�ی � ١۶.٢ قضیه

حسابی تصاعد این�صورت در باشند. اول هم به نسبت طبیعی عدد دو r

r, r + d, r + ٢d, r + ٣d, . . . , r + kd, . . .

است. اول عدد بی�نهایت حاوی



٣٠ تمرین ۴.٢ §

تمرین ۴.٢ §

است. اول عددی n و a = ٢ کنید ثابت باشد. اول p = an − ١ اگر (الف) .١

نیست. برقرار (الف) عکس دهید (ب)نشان

را آن باشد اول که صورتی در و مرسن عدد رایک Mn = ٢n − ١ به�شکل عدد یک تعریف:

گوییم. مرسن اول عدد یک

.k طبیعی عدد یک برای n = ٢k آن�گاه باشد اول Fn = ٢n + ١ اگر دهید نشان (الف) .٢

نیست. برقرار (الف) عکس دهید نشان (ب)

گوییم. فرما عدد یک را Fk = ٢٢k + ١ به�شکل عدد یک تعریف:

است. مرکب عددی n۴ + ۴ عدد n > ١ برای دهید نشان .٣

است. مرکب عدد دو جمع n ≥ ٢ عدد هر دهید نشان .۴

نیست. صحیح عددی
∑n

k=١
١
k
عدد n ≥ ٢ طبیعی عدد هر دهید نشان .۵

دارد. وجود n٢ − ٢ شکل به اول عدد بی�نهایت دهید نشان .۶

هست. نیز ۶m+ ١ شکل به ٣n+ ١ شکل به اول عدد هر دهید نشان .٧

دارد. ٣m+ ٢ شکل به اولی مقسوم�علیه ٣n+ ٢ شکل به عدد هر دهید نشان .٨

دهید نشان .٩

است. ٧ عدد n٣ − ١ شکل به اول عدد تنها (الف)

است. p = ۵ عدد است کامل مربع ٣p+ ١ كه به�نحوی p اول عدد تنها (ب)

است. ۵ عدد n٢ − ۴ شکل به اول عدد تنها (ج)



٣١ تمرین ۴.٢ §

کنید: رد یا اثبات را زیر گزاره�ی .١٠

است.» ٢ از توانی و اول عدد یک مجموع فرد عدد «هر

و است. اول f(n) عدد ٠ ≤ n ≤ ۴٠ هر برای آن�گاه f(x) = x٢ − x+ ۴١ اگر دهید نشان .١١

نیست. اول f(۴١) دهید نشان

می�شود یافت n صحیح عدد کنید ثابت باشد. صحیح ضرایب با چندجمله�ای یک f(x) اگر .١٢

اول عدد فقط که ندارد وجود چندجمله�ای هیچ دیگر به�عبارت نیست. اول f(n) كه به�نحوی

کند. تولید

است. بخش�پذیر p بر ١ ≤ k < p برای
(
p

k

)
آن�گاه باشد اول عددی p اگر دهید نشان .١٣

باشند. n از نابیشتر اول اعداد p١, p٢, . . . , pt کنیم فرض و طبیعی عددی n > ١ کنیم فرض .١۴

کنید ثابت

p١p٢ . . . pt < ۴n

نمی�شمارد. را
(٢n
n

)
عدد p دهید نشان .٢n

٣
< p ≤ n و اول عددی p و n > ٣ کنیم فرض .١۵

كه به�نحوی می�شود یافت p اول عدد n طبیعی عدد هر برای کنید ثابت قبل تمرین دو کمک به .١۶

.n < p < ٢n

.pn ≤ ٢n آن�گاه باشد n-ام اول عدد pn اگر کنید ثابت قبل تمرین کمک به .١٧

است. متمایز اول عدد تعدادی مجموع طبیعی عدد هر کنید ثابت .١٨

دهید نشان مثال یک با و است. اول k آن�گاه باشد اول Rk =
١٠k − ١

٩
اگر دهید نشان .١٩

نیست. قرار بر مطلب این عکس



٣٢ تمرین ۴.٢ §



ل۳
ی سا ع وا

در گوناگونی حسابی توابع گوییم. حسابی تابع یک را است طبیعی اعداد آن قلمرو که تابع یک

توابع عمومی خاص توابع برخی بررسی به فصل این در دارد. وجود اعداد نظریه از مختلف بخش�های

می�پردازیم. خاص حسابی تابع چند معرفی و حسابی

ضربدیریکله خواصتوابعحسابیو ١.٣ §

داشته n و m طبیعی عدد دو هر برای هرگاه گوییم ضربی کاملا را f حسابی تابع ١.٣ تعریف

باشیم داشته (m,n) = ١ شرط با طبیعی عدد دو هر برای اگر .f(mn) = f(m)f(n)� باشیم

گوییم. ضربی تابع یک را f آن�گاه f(mn) = f(m)f(n)

نماد از منظور آن�گاه باشد، حسابی تابع یک f اگر ٢.٣ ∑تبصره
d|n

f(d)

می�کند. تغییر n مثبت مقسوم�علیه�های بین در d آن در که است ها f(d) مجموع

مثال به�عنوان

٣٣



٣۴ دیریکله ضرب و حسابی توابع خواص ١.٣ §

∑
d|١٢

f(d) = f(١) + f(٢) + f(٣) + f(۴) + f(۶) + f(١٢)

که g � در f دیریکله�ی ضرب باشند. حسابی تابع دو g و f کنیم فرض دیریکله) (ضرب ٣.٣ تعریف

می�شود: تعریف زیر به�صورت می�شود، داده نمایش f ∗ g با

(f ∗ g)(n) =
∑
d|n

f(d)g

(
n

d

)

دارند. حسابی توابع مطالعه�ی در مهمی نقش زیر شده�ی تعریف حسابی تابع سه

می�شود: تعریف زیر به�صورت حقیقی) عددی α) Nα و u ،I ضربی کاملا حسابی توابع ۴.٣ تعریف

.I(n) =

[
١
n

]
=

{
١ n = ١
٠ n > ١ ،n طبیعی عدد هر برای (الف)

.u(n) = ١ ،n طبیعی عدد هر برای (ب)

.Nα(n) = nα ،n طبیعی عدد هر برای (ج)

هرگاه گوییم f دیریکله�ی وارون را g حسابی تابع باشد. حسابی تابع یک f کنیم فرض ۵.٣ تعریف

f ∗ g = I

می�دهیم. نمایش f−١ با را g این�صورت در
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.f ∗ I = I ∗ f = f داریم، f حسابی هرتابع برای (الف) ۶.٣ قضیه

.f ∗ g = g ∗ f داریم، g و f حسابی تابع دو هر برای یعنی است. جابجایی دیریکله ضرب (ب)

داریم، h و g و f حسابی تابع سه هر برای یعنی است. پذیر شرکت دیریکله ضرب (ج)

(f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h).

دیریکله�ی وارون یک دارای f آن�گاه ،f(١) ̸= ٠ كه به�نحوی باشد حسابی تابع یک f اگر (د)

می�شود: تعریف زیر به�صورت منحصربه�فرد به�طور f−١ � واقع در است. منحصربه�فرد

f−(١)١ =
١

f(١)
, f−١(n) =

−١
f(١)

∑
d|n
d<n

f(
n

d
)f−١(d) , ∀n > ١

آن�گاه g(١) ̸= ٠ و f(١) ̸= ٠ كه به�نحوی باشند حسابی تابع دو g و f اگر ٧.٣ تبصره

(f ∗ g)(١) = f(١) g(١) ̸= ٠

قضیه لذا است. بسته دیریکله ضرب عمل تحت f(١) ̸= ٠ شرط با f حسابی توابع مجموعه�ی لذا

است. آبلی گروه یک دیریکله ضرب عمل با مجموعه این می�گوید قبل

قضیه: اثبات

می�شود. نتیجه آسانی به تعریف از (الف)

داریم، (ب)

(f ∗ g)(n) =
∑
d|n

f(d)g

(
n

d

)
لذا می�پیماید. را n مقسوم�علیه�های نیز n

d
می�پیماید. را n مقسوم�علیه�های d وقتی

(f ∗ g)(n) =
∑
d|n

f(
n

d
)g

(
n

n/d

)
=
∑
d|n

g(d)f

(
n

d

)
= (g ∗ f)(n)

که می�شود دیده به�راحتی تعریف از استفاده با (ج)

((f ∗ g) ∗ h)(n) = (f ∗ (g ∗ h))(n) =
∑

a.b.c=n

f(a)f(b)f(c)
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دیریکله ضرب تعریف بنابه است. شده تعریف قضیه صورت در که باشد تابعی f−١ کنیم فرض (د)

داریم

(f ∗ f−١) (١) = f(١)f−(١)١ = f(١)
١

f(١)
= ١

n > ١ هر برای )و
f ∗ f−١) (n) = ∑

d|n

f

(
n

d

)
f−١(d)

= f(١)f−١(n) +
∑
d|n
d<n

f

(
n

d

)
f−١(d)

= f(١)

[
−١
f(١)

∑
d|n
d<n

f

(
n

d

)
f−١(d)

]
+
∑
d|n
d<n

f

(
n

d

)
f−١(d) = ٠

،f ∗g = I که باشد چنان g تابع اگر است. f دیریکله�ی وارون f−١ بنابراین .f ∗f−١ = I لذا

داریم آن�گاه

f−١ = f−١ ∗ I = f−١ ∗ (f ∗ g) = (f−١ ∗ f) ∗ g = I ∗ g = g

است. تمام اثبات و است منحصربه�فرد f دیریکله�ی وارون لذا

داریم قضیه در شده داده فرمول از استفاده با آوریم. به�دست را u حسابی تابع وارون دهید اجازه

u−١(p) = −u(p)u−(١)١ = −١ داریم، p � اول عدد هر برای .u−(١)١ = ١

u−١(p٢) = −(u(p٢)u−(١)١ + u(p)u−١(p)) = −(u−(١)١ + u−١(p)) = ٠

آن�گاه باشند، متمایز اول عدد سه p١, p٢, p٣ اگر و α ≥ ٢ هر برای u−١(pα)) = ٠ مشابه روشی با

.u−١(p١p٢p٣) = −١ و u−١(p١p٢) = ١

می�سازد. رهنمون زیر تعریف به را ما مشاهدات این

می�شود: تعریف زیر به�صورت موبیوس تابع ٨.٣ تعریف

µ(n) =


١ n = ١ اگر
٠ باشد بخش�پذیر اول عدد یک مربع بر ،n اگر

(−١)k باشد متمایز اول عدد k حاصل�ضرب ،n اگر
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طبیعی عدد هر برای دیگر عبارت به .µ ∗ u = I یعنی است. u تابع دیریکله�ی وارون µ ٩.٣ قضیه

،n

(µ ∗ u)(n) =
∑
d|n

µ(d) = I(n) =

{
١ n = ١
٠ n > ١

کنیم فرض .n > ١ کنیم فرض است. برقرار به�وضوح n = ١ ازای به رابطه ∑اثبات.
d|n

µ(d) مجموع در غیرصفر جملات باشد. اول عوامل به n استانده�ی تجزیه�ی n = pα١
١ pα٢

٢ . . . pαk
k

لذا است. متمایز اول اعداد حاصل�ضرب که هستند n از مقسوم�علیه�هایی و d = ١ به مربوط

∑
d|n

µ(d) = µ(١) +
∑

i∈{١,٢,...,k}

µ(pi) +
∑

{i١,i٢}⊂{١,٢,...,k}

µ(pi١pi٢)

+
∑

{i١,i٢,i٣}⊆{١,٢,...,k}

µ(pi١pi٢pi٣) + · · ·+ µ(p١p٢ . . . pk)

= ١+
(
k

١

)
(−١)١ +

(
k

٢

)
(−١)٢ +

(
k

٣

)
(−١)٣ + · · ·+

(
k

k

)
(−١)k

= (١− ١)k = ٠

�

فوق قضیه�ی از ساده�تری اثبات آن از استفاده با سپس و است ضربی تابعی µ دهید نشان تمرین.

دهید. ارائه

این�صورت در باشند. حسابی تابع دو g و f کنیم فرض موبیوس) عکس (فرمول ١٠.٣ قضیه

f(n) =
∑
d|n

g(d)

.g(n) =
∑

µ(
n

d
)f(d) اگر تنها و اگر

لذا .f = g ∗ u فرض بنابه اثبات.
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f ∗ µ = (g ∗ u) ∗ µ = g ∗ (u ∗ µ) = g ∗ I = g

.g(n) =
∑
d|n

µ(
n

d
)f(d) یعنی این و

دراین�صورت .g = f ∗ µ یعنی باشد. برقرار قضیه دوم تساوی کنیم فرض برعکس،

g ∗ u = (f ∗ µ) ∗ u = f ∗ (µ ∗ u) = f ∗ I = f

� است. قضیه صورت در اول تساوی همان این که

نمایید. ارائه بالا قضیه برای دیریکله) ضرب از استفاده (بدون مستقیمی اثبات تمرین.

آن�گاه f(n) =
∑
d|n

g(d) اگر ١١.٣ مثال

g(۶٠) = µ(۶٠)f(١) + µ(٣٠)f(٢) + µ(٢٠)f(٣) + µ(١۵)f(۴) + µ(١٢)f(۵) + µ(١٠)f(۶)

+ µ(۶)f(١٠) + µ(۵)f(١٢) + µ(۴)f(١۵) + µ(٣)f(٢٠) + µ(٢)f(٣٠) + µ(١)f(۶٠)

= −f(٢) + f(۴) + f(۶) + f(١٠)− f(١٢)− f(٢٠)− f(٣٠) + f(۶٠)

است. ضربی نیز f ∗ g آن�گاه باشند ضربی حسابی دوتابع g و f اگر ١٢.٣ قضیه

mn مقسوم�علیه�های آن�گاه (m,n) = ١ به�قسمی�که باشند طبیعی عدد دو n و m اگر اثبات.

لذا .d٢|n و d١|m � كه به�نحوی هستند c = d١d٢ به�صورت

(f ∗ g)(mn) =
∑
c|mn

f(c)g

(
mn

c

)
=
∑
d١|m
d٢|n

f(d١d٢)g

(
mn

d١d٢

)

=
∑
d١|m
d٢|n

f(d١)f(d٢)g

(
m

d١

)
g

(
n

d٢

)

=

(∑
d١|m

f(d١)g(
m

d١
)

)(∑
d٢|n

f(d٢)g(
n

d٢
)

)
= (f ∗ g)(m)(f ∗ g)(n)

� است. تمام اثبات و



٣٩ خاص حسابی توابع برخی ٢.٣ §

تنها و اگر است ضربی f آن�گاه f(n) =
∑
d|n

g(d) و باشند حسابی دوتابع g و f اگر ١٣.٣ نتیجه

باشد. ضربی g اگر

نتیجه قبل قضیه�ی از لذا است ضربی u چون باشد. ضربی g کنیم فرض .f = g ∗ u داریم اثبات.

موبیوس عکس فرمول از این�صورت در باشد. ضربی f کنیم فرض برعکس است. ضربی f که می�شود

� است. ضربی g که می�شود نتیجه قبل قضیه�ی از است ضربی µ چون .g = f ∗µ که می�شود نتیجه

توابعحسابیخاص برخی ٢.٣ §

دیگر حسابی تابع چند بخش این در کردیم. معرفی را µ و Nα ،u ،I حسابی توابع قبل بخش در

آن خواص برخی ارائه�ی و (ϕ) اویلر شده�ی شناخته حسابی تابع معرفی به ابتدا می�کنیم. معرفی را

می�پردازیم.

φ(n) با را اولند n به نسبت که n از نابیشتر طبیعی اعداد تعداد ،n طبیعی عدد برای ١۴.٣ تعریف

می�گوییم. اویلر تابع را φ(n) تابع می�دهیم. نشان

φ(n) = n− ١ � داریم n طبیعی عدد برای .φ(٣) = φ(۴) = ٢ ،φ(١) = φ(٢) = ١ مثال عنوان به

زیر ساده لم می�نماید. محاسبه کلی حالت در را φ(n) بعدی، قضیه باشد. اول عددی n اگر تنها و اگر

است. نیاز مورد قضیه اثبات در

می�دهیم قرار باشد. n مقسوم�علیه یک d و طبیعی عددی n کنیم فرض ١۵.٣ لم

Ad = {k : ١ ≤ k ≤ n و d|k}

.|Ad| =
[n
d

]
این�صورت در

k = sd آن�گاه k ∈ Ad اگر دیگر، طرف از .d, ٢d, ٣d, . . . , n
d
d ∈ Ad که است روشن اثبات.

پس .s ≤ n

d
لذا و sd = k ≤ n داریم .s طبیعی عدد یک برای
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Ad =
{
sd : ١ ≤ s ≤ n

d

}
� است. تمام اثبات و

داریم n > ١ طبیعی عدد هر برای ١۶.٣ قضیه

φ(n) = n
∏
p|n

(
١− ١

p

)

کنیم فرض و می�شمارند را n که باشد اولی اعداد مجموعه P کنیم فرض اثبات.

B = {k : ١ ≤ k ≤ n و (k, n) ̸= ١}

که است همان Ap آن در که l ∈ Ap لذا .l ∈ Ap لذا .p|l که می�شود یافت p ∈ P آن�گاه l ∈ B اگر

لذا است. شده تعریف بالا لم در

B =
∪
p∈P

Ap

بنابراین
|B| =

∣∣∣∣ ∪
p∈P

Ap

∣∣∣∣
=
∑
p∈P

|Ap| −
∑

p١,p٢∈P

|Ap١ ∩ Ap٢ |+ · · ·+ (−١)α+١
∑

p١,p٢,...,pα∈P

|Ap١ ∩ Ap٢ ∩ · · · ∩ Apα |

+ · · ·

p١p٢ · · · pα � گر ا تنها و اگر می�شمارند را k همگی p١, p٢, . . . , pα آن�گاه p١, p٢, . . . , pα ∈ P اگر

لذا بشمارد. را k عدد

Ap١ ∩ Ap٢ ∩ · · · ∩ Apα = Ap١p٢···pα

که می�شود نتیجه بالا لم از حال

|B| =
∑
p∈P

n

p
−
∑

p١,p٢∈P

n

p١p٢
+ · · ·+ (−١)α+١

∑
p١,p٢,...,pα∈P

n

p١p٢ · · · pα
+ · · ·
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لذا

φ(n) = n− |B|

= n

(
١−

∑
p∈P

١
p
+
∑

p١,p٢∈P

١
p١, p٢

+ · · ·+ (−١)α
∑

p١,p٢,...,pα∈P

١
p١, p٢, . . . , pα

+ · · ·
)

= n
∏
p|n

(
١− ١

p

)
�

است. ضربی تابع یک φ تابع ١٧.٣ نتیجه

بالا قضیه بنابر این�صورت در باشند. اول هم به نسبت و طبیعی عدد دو n و m کنید فرض اثبات.

φ(mn) = mn
∏
p|mn

(
١− ١

p

)
=

(
m
∏
p|m

(
١− ١

p

))(
n
∏
p|n

(
١− ١

p

))
= φ(m)φ(n)

� گرفت: نتیجه نیز می�گردد، ارائه زیر در که گاوس زیبای قضیه�ی از می�توان را φ بودن ضربی

،n طبیعی عدد هر برای گاوس) (قضیه � ١٨.٣ ∑قضیه
d|n

φ(d) = n

می�کنیم: تعریف n از d مثبت مقسوم�علیه هر برای اثبات.

sd = {m : (m,n) = d , ١ ≤ m ≤ n}

و هستند مجزا ها sd که می�شود دیده ∪به�سادگی
d|n

sd = {١, ٢, . . . , n}

∑لذا
d|n

|sd| = n (١.٣)
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اعداد تعداد لذا .(m
d
,
n

d
) = ١ اگر تنها و اگر (m,n) = d داریم می�کنیم. محاسبه را |sd| حال

و ١ ≤ m′ ≤ n

d
� شرط با m′ اعداد تعداد با برابراست (m,n) = d و ١ ≤ m ≤ n شرط با m

داریم رابطه(١) از پس .φ
(n
d

)
با است برابر تعداد این .

(
m′,

n

d

)
= ١∑

d|n

φ
(n
d

)
= n

پس می�کند. چنین نیز n
d
می�کند اختیار را n مثبت علیه�های مقسوم d وقتی اما

n =
∑
d|n

φ
(n
d

)
=
∑
d|n

φ(d)

�

کنیم: مشاهده n = ١٨ حالت در گفتیم قضیه اثبات در را آن�چه دهید اجازه

می�باشد. ١, ٢, ٣, ۶, ٩, ١٨ اعداد از یکی d این�جا در

s١ = {١, ۵, ٧, ١١, ١٣, ١٧}, s٢ = {٢, ۴, ٨, ١٠, ١۴, ١۶}, s٣ = {٣, ١۵},

s۶ = {۶, ١٢}, s٩ = {٩}, s١٨ = {١٨},

|s١| = ۶ = φ

(
١٨
١

)
|s٢| = ۶ = φ

(
١٨
٢

)
|s٣| = ٢ = φ

(
١٨
٣

)
|s۶| = ٢ = φ

(
١٨
۶

)
|s٩| = ١ = φ

(
١٨
٩

)
|s١٨| = ١ = φ

(
١٨
١٨

)

∑
d|١٨

φ(d) = φ(١) + φ(٢) + φ(٣) + φ(۶) + φ(٩) + φ(١٨)

= |s١٨|+ |s٩|+ |s۶|+ |s٣|+ |s٢|+ |s١|

= ١+ ١+ ٢+ ٢+ ۶+ ۶ = ١٨
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نمود.(تمرین) ارائه φ بودن ضربی برای کوتاه�تری اثبات می�توان گاوس قضیه�ی از استفاده با

می�شود. تعریف σα = u ∗ Nα به�صورت σα حسابی تابع α حقیقی عدد هر برای ١٩.٣ تعریف

،n طبیعی عدد هر برای یعنی

σα(n) =
∑
d|n

dα

لذا می�دهیم. نمایش σ با را σ١ و τ با را σ٠ معمولا

τ(n) =
∑
d|n

١

و
σ(n) =

∑
d|n

d

است. n مثبت مقسوم�علیه�های مجموع σ(n) و n مثبت مقسوم�علیه�های تعداد τ(n) پس

حالت در .τ(۶) = ۴ و τ(۵) = ٢ ،τ(۴) = ٣ ،τ(٣) = ٢ ،τ(٢) = ٢ ،τ(١) = ١� ٢٠.٣ مثال

.τ(p) = ٢ داریم p اول عدد هر برای کلی

کلی حالت در .σ(۶) = ١٢ و σ(۵) = ۶ ،σ(۴) = ٧ ،σ(٣) = ۴ ،σ(٢) = ٣ ،σ(١) = ١ همچنین

.σ(p) = p+ ١ داریم p اول عدد هر برای

هستند. ضربی τ و σ توابع به�ویژه است. ضربی σα تابع ،α عدد هر برای ٢١.٣ لم

� است. ضربی σα لذا هستند ضربی دو هر Nα و U و σα = u ∗Nα چون اثبات.
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آن�گاه باشد، اول عوامل به n استانده�ی تجزیه�ی n = pα١
١ pα٢

٢ . . . pαr
r اگر ٢٢.٣ قضیه

τ(n) =
r∏

i=١

(αi + ١) = (α١ + ١)(α٢ + ١) · · · (αr + ١) � (الف)

σ(n) =
r∏

i=١

pαi+١
i − ١
pi − ١

=
pα١+١
١ − ١
p١ − ١

pα١+٢
٢ − ١
p٢ − ١

· · · p
αr+١
r − ١
pr − ١

(ب)

شکل به اعداد از عبارتند n مقسوم�علیه�های که می�کنیم توجه اثبات.

d = pβ١١ pβ٢٢ . . . pβr
r

.٠ ≤ βi ≤ αi داریم ١ ≤ i ≤ r هر برای آن در که

αi + ١ برابر βi برای ممکن انتخاب�های تعداد ١ ≤ i ≤ r هر برای بالا توضیح به توجه با (الف)

با است برابر d برای انتخاب�ها کل تعداد بنابراین است.

τ(n) = (α١ + ١)(α٢ + ١) · · · (αr + ١)

داریم (ب)

(١+ p١ + p٢١ + · · ·+ pα١
١ )(١+ p٢ + p٢٢ + · · ·+ pα٢

٢ ) . . . (١+ pr + p٢r + · · ·+ pαr
r )

=
∑

٠≤β١≤α١
...

٠≤βr≤αr

pβ١١ pβ٢٢ . . . pβr
r =

∑
d|n

d

تساوی�های از (ب) حال

١+ p١ + p٢١ + · · ·+ pα١
١ =

pα١+١
١ − ١
p١ − ١

, . . . , ١+ pr + p٢r + · · ·+ pαr
r =

pαr+١
r − ١
pr − ١

� می�شود. نتیجه

نمود. ارائه فوق قضیه برای کوتاه�تری اثبات می�توان τ و σ بودن ضربی از استفاده با ٢٣.٣ تبصره
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لذا و pk, . . . , p٢, p, ١ از عبارتند pk مقسوم�علیه�های آن�گاه باشد اول عددی p اگر واقع در

τ(pk) = k + ١

σ(pk) = ١+ p+ p٢ + · · ·+ pk

می�شود. حاصل نتیجه τ و σ بودن ضربی از استفاده با حال

از بسیاری در که می�کنیم اشاره n مقسوم�علیه�های خصوص در نکته یک به این�جا در ٢۴.٣ تبصره

نیز n
d
آن�گاه باشد n مقسوم�علیه یک d اگر می�آید. �کار به عبارات کردن ساده و مسائل حل در موارد

مقسوم�علیه�های کلیه�ی dτ(n), . . . , d٢, d١ اگر به�علاوه .d × n

d
= n زیرا است. n مقسوم�علیه یک

n متمایز مثبت مقسوم�علیه�های کلیه�ی نیز n

dτ(n)
, . . . ,

n

d٢
,
n

d١
� اعداد آن�گاه باشند n متمایز مثبت

یعنی }می�باشند.
d : d ∈ N, d|n} = {n

d
: d ∈ N, d|n

}
نمایید. توجه زیر مثال به

آوریم. به�دست n عدد مثبت مقسوم�علیه�های حاصل�ضرب ٢۵.٣ مثال

به توجه با .A =
∏
d|n

d این�صورت در باشد. A عدد برابر n مقسوم�علیه�های حاصل�ضرب کنیم فرض

نوشت می�توان حال .A =
∏
d|n

n

d
نوشت می�توان فوق تبصره�ی

A٢ = A× A =

(∏
d|n

d

)(∏
d|n

n

d

)
=
∏
d|n

n = nτ(n).

.A =
∏
d|n

d = n

τ(n)

٢ لذا
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صحیح جزء تابع ٣.٣ §

اما نامید. حسابی تابع یک نمی�توان تعریف، به توجه با می�کنیم بررسی و معرفی که را تابعی آخرین

می�نماییم. بررسی و معرفی را آن حسابی توابع به مربوط مباحث در آن اهمیت به نظر

[x] با و می�گوییم x صحیح جزء را x از نابیشتر صحیح عدد بزرگترین ،x حقیقی عدد هر برای

که: است فردی به منحصر صحیح عدد [x] واقع در می�دهیم. نشان

x− ١ < [x] ≤ x

می�پردازیم. تابع این از خواصی ذکر به این�جا در

که n از نابیشتر طبیعی اعداد تعداد صورت دراین باشند. طبیعی اعدادی k و n کنیم فرض ٢۶.٣ لم

.
[n
k

]
با است برابر هستند k مضرب

پس . r
k
< ١ و n

k
= q +

r

k
لذا .٠ ≤ r < k آن در که n = qk + r تقسیم الگوریتم بنابر اثبات.

.
[n
k

]
= q �

k مضرب که n از نابیشتر طبیعی اعداد لذا (q + ١)k = qk + k > qk + r = n و qk ≤ n چون

� است. q =
[n
k

]
برابر آنها تعداد که k, ٢k, . . . , qk :� از عبارتند هستند

آیا .pα|n! که است بدیهی آن�گاه p ≤ n اگر باشد. اول عددی p و طبیعی عدد یک n کنیم فرض

؟ چیست pα|n که نحوی به α صحیح عدد بزرگترین کلی به�طور !n|p٢؟

بر کدامیک n و . . . , ٢, ١ � اعداد بین از ببینیم باید α آوردن بدست برای ،n! = ٢×١×· · ·×n چون

n = ١۵, p = ٢ اگر مثال عنوان به کنیم. جمع هم با را توانها سپس و بخش�پذیرند p از توانی چه بر و p

آن�گاه

n! = ١۵! = ١× ٢× ٣× ۴× ۵× ۶× ٧× ٨× ٩× ١٠× ١١× ١٢× ١٣× ١۴× ١۵

نیستند. بخش�پذیر ٢٢ = ۴ بر ولی بخش�پذیرند ٢ بر ١۴, ١٠, ۶, ٢ عدد چهار ،١۵ تا ١ اعداد بین از

بر ولی بخش�پذیرند ۴ بر ۴, ١٢ عدد دو می�شود. ضرب خود در ٢ عدد بار ۴ دقیقاً آنها ضرب در لذا
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عدد نهایتاً می�شود. ضرب خود در ٢ عدد بار ٢ × ٢ = ۴ آنها ضرب در لذا نیستند. بخش�پذیر ٨

این�جا در لذا می�شود. حاصل خود در بار سه ٢ ضرب از عدد این است. ٨ بر بخش�پذیر عدد تنها ٨

.α = ١× ۴+ ٢× ٢+ ٣× ١ = ١١�

برگردیم. کلی حالت به دهید اجازه

لذا بالا) (لم می�باشند p٢ مضرب عدد
[
n

p٢

]
و p مضرب عدد

[
n

p

]
،n تا ١ از اعداد بین در

به�طور می�باشند.
[
n

p

]
−
[
n

p٢

]
� برابر نیستند بخش�پذیر p٢ بر ولی بخش�پذیرند p بر که اعدادی تعداد

با است برابر نیستند بخش�پذیر pk+١ بر ولی بخش�پذیرند pk بر که n از نابیشتر اعداد تعداد کلی

لذا .
[
n

pk

]
−
[

n

pk+١

]
�

α =
∞∑
k=١

k

([
n

pk

]
−
[

n

pk+١

])

=
∞∑
k=١

k

[
n

pk

]
−

∞∑
k=١

k

[
n

pk+١

]

=
∞∑
k=١

k

[
n

pk

]
−

∞∑
k=٢

(k − ١)
[
n

pk

]

=
∞∑
k=١

[
n

pk

]

کردیم: ثابت بنابراین

باشد صحیح عدد بزرگترین α اگر باشد. ل او عددی p و طبیعی عدد یک n کنیم فرض ٢٧.٣ قضیه

آن�گاه pα|n!� كه به�نحوی

α =
∞∑
k=١

[
n

pk

]
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لژاندر). (فرمول ٢٨.٣ نتیجه

n! =
∏
p≤n

اول p

p

∑∞
k=١

[ n
pk

]

�

عدد آن�گاه ،r < n و باشند طبیعی اعداد n و r اگر ٢٩.٣ )نتیجه
n

r

)
=

n!

r!(n− r)!

است. صحیح عددی

تمرین. اثبات:

است: جالب می�آوریم آن پی در که نتایجی بدلیل به�ویژه زیر قضیه

هر برای صورت این در ،F (n) =
∑
d|n

f(d) و باشند عددی تابع دو F و f کنیم فرض ٣٠.٣ قضیه

داریم N طبیعی عدد
N∑

n=١

F (n) =
N∑
k=١

f(k)

[
N

k

]

داریم اثبات.
N∑

n=١

F (n) =
N∑

n=١

∑
d|n

f(d)

تنها و اگر می�شود ظاهر
∑
d|n

f(d) در f(k) جملۀ ١ ≤ n ≤ N برای باشند، ثابت k ≤ N اگر

N از نابیشتر طبیعی اعداد تعداد با است برابر می�شود ظاهر f(k) که دفعاتی تعداد بنابراین .k|n اگر

� می�کند. ثابت را حکم این .
[
N

k

]
یعنی بخش�پذیرند k بر که

� ٣١.٣ نتیجه
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N∑
n=١

τ(n) =
N∑

n=١

[
N

n

]
� الف)

N∑
n=١

σ(n) =
N∑

n=١

n

[
N

n

]
� ب)

می�شود. نتیجه بالا قضیه از τ =
∑
d|n

١ رابطه�ی به توجه با الف) اثبات.

� می�شود. نتیجه بالا قضیه از σ =
∑
d|n

d رابطه�ی به باتوجه ب)

٣٢.٣ مثال

۶∑
n=١

τ(n) =

[
۶
١

]
+

[
۶
٢

]
+

[
۶
٣

]
+

[
۶
۴

]
+

[
۶
۵

]
+

[
۶
۶

]
= ١۴

۶∑
n=١

σ(n) = ١
[
۶
١

]
+ ٢

[
۶
٢

]
+ ٣

[
۶
٣

]
+ ۴

[
۶
۴

]
+ ۵

[
۶
۵

]
+ ۶

[
۶
۶

]
= ٣٣
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تمرین ۴.٣ §

کنید. ثابت n طبیعی عدد هر برای را شده داده گزاره�ی ١٠ الی ١ تمرینات در

.τ(n) ≤ ٢
√
n � .١

باشد. کامل مربع یک n اگر تنها و اگر است فرد τ(n) � .٢

باشد. کامل مربع یک برابر دو یا کامل مربع یک n اگر تنها و اگر است فرد σ(n) � .٣

.
∑
d|n

١
d
=

σ(n)

n
� .۴

است. ٢ از توانی τ(n) آن�گاه باشد مربع از خالی n اگر .۵

σ(n!)

n!
≥ ١+ ١/٢+ · · ·+ ١/n � .۶

∑
d|n

σ(d) =
∑
d|n

n

d
τ(d) � .٧

∑
d|n

dτ(d) =
∑
d|n

n

d
σ(d) � .٨

.µ(n)µ(n+ ١)µ(n+ ٢)µ(n+ ٣) = ٠ � .٩

.
n∑

k=١

µ(k!) = ١ n ≥ ٣ اگر .١٠

می�شود. تعریف زیر بصورت منگولت تابع .١١

Λ(n) =

{
log p k ≥ ١ و است اول p آن در که n = pkاگر

٠ صورت این غیر در

Λ(n) =
∑
d|n

µ
(n
d

)
log d = −

∑
d|n

µ(d) log d دهید نشان

کنید. ثابت صحیح جزء تابع برای را زیر خواص باشند. حقیقی اعداد y و x کنیم فرض .١٢

.[x+ n] = [x] + n آن�گاه باشد صحیح عددی n اگر آ)
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.[x] + [−x] = ٠ یا −١ ب)

.[x] [y] ≤ [xy] باشند مثبت y و x اگر و [x] + [y] ≤ [x+ y] � ج)

.
[x
n

]
=

[
[x]

n

]
،n طبیعی عدد هر برای د)

.
[nm

k

]
≥ n

[m
k

]
داریم k و n و m طبیعی اعداد برای ه�)

می�شود. ختم صفر ٢۴٩ به ١٠٠٠! عدد دهید نشان الف) .١٣

می�شود. ختم صفر ٣٧ به n! که نحوی به بیابید را n اعداد کلیه ب)

است. زوج و صحیح عددی (٢n)!
(n!)٢

دهید نشان ج)

.
N∑

n=١

µ(n)

[
N

n

]
= ١ الف) .١۴

.
∣∣∣∣∣

N∑
n=١

µ(n)/n

∣∣∣∣∣ ≤ ١ ب)

می�شود: تعریف زیر بصورت لیوویل تابع .١۵

λ(n) =

{
١ n = ١
(−١)k١+···+kr n = pk١١ pk٢٢ . . . pkrr اول�اند ها pi

دهید نشان

است. ضربی λ الف)

∑ب)
d|n λ(d) =

{
١ باشد کامل مربع nاگر
٠ صورت این غیر در

.
N∑

n=١

λ(n)

[
N

n

]
=
[√

N
]
دهید نشان .١۶

.N =
٢N∑
n=١

τ(n)−
N∑

n=١

[
٢N
n

]
دهید نشان .١٧

.τ(N) =
N∑

n=١

([
N

n

]
−
[
(N − ١)

n

])
دهید نشان .١٨
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φ(٣n) =
{

٣φ(n) ٣|n
٢φ(n) ٣ ̸ |n دهید نشان .١٩

.١
٢
√
n ≤ φ(n) ≤ n دهید نشان .٢٠

است. مربع از خالی n دهید نشان φ(n)|n− ١ اگر .٢١

می�کند؟ اختیار را اعدادی ٣۵چه بر ٣۶n+۵ باقیمانده باشد، طبیعی عدد یک n اگر .٢٢

.
∑
١≤k<n
(k,n)=١

k =
nφ(n)

٢
داریم n ≥ ٢ طبیعی عدد هر برای دهید نشان .٢٣

.φ(n) = n
∑
d|n

µ(d)

d
،n طبیعی عدد هر برای دهید نشان .٢۴

.
∑

φ(d)
[n
d

]
=

n(n+ ١)
٢

،n طبیعی عدد هر برای دهید نشان .٢۵

.
∑
d|n

σ(d)φ
(n
d

)
= nτ(n) دهید نشان .٢۶

.σ(n) + φ(n) = nτ(n) اگر تنها و اگر است اول n طبیعی عدد کنید ثابت ١٢ از استفاده با .٢٧

کمک ٢١ (از .n+١|σ(n) و φ(n)|n−١ اگر تنها و اگر است اول n طبیعی عدد دهید نشان .٢٨

بگیرید).

اگر تنها و اگر است ضربی کاملا f دهید نشان است. ضربی حسابی تابع یک f کنید فرض .٢٩

،n هر برای

f−١(n) = µ(n)f(n).

است. ضربی نیز f کنید ثابت باشند ضربی f ∗ g و g حسابی توابع اگر .٣٠



۵٣ تمرین ۴.٣ §



ل۴
ی م

مفهوم کردیم. بررسی را صحیح اعداد در تقسیم�پذیری بحث به مربوط مسائلی و خواص قبل فصل در

گردید. ارائه ١ گاوس توسط میلادی ١٨٠١ سال در آن اساسی قضایای برخی و خواص و هم�نهشتی

که است بوده حدی به تقسیم�پذیری به مربوط مسائل به�ویژه و اعداد نظریه در نظریه این کاربرد و تأثیر

را ریاضیات و ریاضیات ملکه�ی اعداد نظریه که همان�گونه می�دانند. اعداد نظریه ملکه�ی را آن بسیاری

می�نامند. علوم ملکه�ی

قضایای برخی ارائه�ی به همچنین و هم�نهشتی خواص برخی برررسی و معرفی به فصل این در

می�پردازیم. هم�نهشتی اساسی

آن خواص و هم�نهشتی ١.۴ §

n پیمانه�ی به هم�نهشت را b و a صحیح عدد دو باشد. طبیعی عدد یک n کنیم فرض ١.۴ تعریف

k صحیح عدد هرگاه دیگر، عبارت به .(n|a − b) باشد. بخش�پذیر n بر b و a تفاضل هرگاه گوییم

.a− b = kn كه به�نحوی شود یافت

١( Carl Friedrich Gauss )

۵۴
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هستند. هم�نهشت n پیمانه�ی به b و a که هستند معنی بدین a n≡ b یا a ≡ b (mod n) علامات

می�نویسیم و گوییم n پیمانه�ی به ناهم�نهشت را b و a آن�گاه نباشند، هم�نهشت n پیمانه�ی به b و a اگر

.a
n

̸≡ b یا a ̸≡ b (mod n)�

.١ ١−≡٢ و ٢۵ ٢≡ ٣ و ٢۵ ١١≡ ٣ � (الف) ٢.۴ مثال

باشد. فرد a اگر تنها و اگر a ٢≡ ١ و باشد زوج a اگر تنها و اگر a ٢≡ ٠ � (ب)

.a ١≡ b داریم همواره b و a صحیح عدد دو هر برای (ج)

روی هم�ارزی رابطه�ی یک n پیمانه�ی به هم�نهشتی رابطه�ی ،n طبیعی عدد هر برای ٣.۴ قضیه

آن�گاه باشند، صحیح اعداد c bو � ،a اگر دیگر، عبارت به است. صحیح اعداد مجموعه�ی

.a n≡ a (الف)

.b n≡ a آن�گاه a n≡ b اگر (ب)

.a n≡ c آن�گاه b n≡ c و a n≡ b اگر (ج)

(ج)، اثبات برای مثال عنوان به می�شود. نتیجه تقسیم خواص و هم�نهشتی تعریف از به�راحتی اثبات.

صحیح اعدادی k٢ و k١ آن در که b− c = k٢n و a− b = k١n که می�شود نتیجه b n≡ c و a n≡ b از

،a−c = (a−b)+(b−c) = k١n+k٢n = (k١+k٢)n � که می�شود نتیجه اخیر رابطه�ی دو از هستند.

� .a n≡ c یعنی است. بخش�پذیر n بر a− c که است معنی بدان این

تعدادی می�تواند خواننده و می�باشند، اثبات و بیان قابل به�راحتی هم�نهشتی از دیگری بسیار خواص

کند. امتحان خود برای را

می�نماییم. ارائه را خواص این پرکاربردی�ترین از برخی زیر قضیه�ی چند در
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و a
n≡ b كه به�نحوی باشند صحیح اعدادی d و c ،b ،a و طبیعی عددی n کنیم فرض ۴.۴ قضیه

این�صورت در .c n≡ d

.a+ c
n≡ b+ d (الف)

.a− c
n≡ b− d (ب)

.ac n≡ bd (ج)

کرد. ضرب هم در یا کم هم از جمع، هم با را پیمانه یک با هم�نهشتی�های می�توان دیگر عبارت به

n|(a− b)+(c−d) = لذا .n|c−d و n|a− b که می�شود نتیجه قضیه مفروضات از (الف) اثبات.

.a+ c
n≡ b+ d که می�شود نتیجه این از و (a+ c)− (b+ d)

می�شود. اثبات (الف) شبیه (ب)

لذا .k٢ و k١ صحیح اعداد برای c − d = k٢n و a − b = k١n داریم قضیه فرض به بنا (ج)

پس .c = d+ k٢n و a = b+ k١n

ac = (b+ k١n)(d+ k٢n) = bd+ bk٢n+ dk١n+ k١k٢n
٢ = bd+ (bk٢ + dk١ + k١k٢n)n

� .ac n≡ bd پس .n|ac− bd لذا و ac− bd = (bk٢ + dk١ + k١k٢n)n نتیجه در

این�صورت: در باشد. طبیعی عدد یک k و صحیح عددی c کنیم فرض و a n≡ b کنیم فرض ۵.۴ نتیجه

.a+ c
n≡ b+ c (الف)

.a− c
n≡ b− c (ب)

.ac n≡ bc (ج)

.ak n≡ bk (د)

نتیجه قبل قضیه�ی در همنام قسمت�های از (ج) و (ب) و (الف) قسمت�های لذا c n≡ c چون اثبات.
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� می�شود. نتیجه ساده استقرا یک و قبل قضیه�ی (ج) قسمت از (د) قسمت می�شود.

به می�تواند هم�نهشتی از استفاده چگونه می�دهیم نشان مثال چند ذکر با بیشتر، خواص ارائه از قبل

کند. کمک تقسیم�پذیری مسائل حل

بخش�پذیر ۵٩ بر N = ٢٢٩ + ١ عدد دهیم نشان دهید اجازه مثال اولین عنوان به (الف) ۶.۴ مثال

۵٩ بر N بزرگ عدد تقسیم عمل انجام و N � عدد محاسبه�ی بدون هم�نهشتی کمک به کار این است.

ضرب از .٢١٨ ۵٩≡ ٧ � داریم برسانیم، ٣ توان به را هم�نهشتی این طرف دو اگر .٢۶ ۵٩≡ ۵ داریم است. میسر

داریم ٢۵ ۵٩≡ ٣٢ و ٢١٨ ۵٩≡ ٧ ،٢۶ ۵٩≡ ۵ هم�نهشتی سه

٢٢٩
۵٩≡ ۵× ٧× ٣٢

۵٩≡ ٧٠× ١۶
۵٩≡ ١١× ١۶

۵٩≡ ۴۴× ۴
۵١−≡٩۵× ۴

۵٩≡−۶٠
۵١−≡٩

.۵٢٢٩|٩ + ١ پس .٢٢٩ ۵١−≡٩ یعنی

استفاده بالا قضایای در شده، ارائه خواص برخی و هم�نهشتی تعریف از اثبات در که کنید توجه

کردیم.

بخش�پذیر ٩ بر طبیعی عدد یک که دارید یاد به دبیرستان از تقسیم�پذیری): (آزمون�های (ب)

مطلب این هم�نهشتی کمک به دهید اجازه باشد. بخش�پذیر ٩ بر آن ارقام مجموع اگر تنها و اگر است

کنیم فرض کنیم. ثابت را

anan−١ . . . a١a٠ = a٠ + ١٠a١ + ١٠٢a٢ + · · ·+ ١٠nan

پس .k طبیعی عدد هر برای ١٠k ٩≡ ١ لذا و ١٠ ٩≡ ١ داریم

A
٩≡ a٠ + a١ + a٢ + · · ·+ an

a٠ + a١ + · · ·+ an تقسیم باقی�مانده�ی همان ٩ بر A تقسیم باقی�مانده�ی که می�شود نتیجه این از

بخش�پذیر ٩ بر a٠+a١+ · · ·+anاگر تنها و اگر است بخش�پذیر ٩ بر A ویژه به (چرا؟). است ٩ بر

A تقسیم باقی�مانده لذا A ٣≡ a٠ + a١ + · · ·+ an � که می�دهد نتیجه اخیر رابطه�ی که کنیم توجه باشد.

و اگر است بخش�پذیر ٣ بر A به�ویژه است. ٣ بر a٠ + a١ + · · · + an تقسیم باقی�مانده برابر ٣ بر

باشد. بخش�پذیر ٣ بر a٠ + a١ + · · ·+ an اگر تنها
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که می�شود نتیجه ١٠k (١−)≡١١k و ١٠ ١−≡١١ از مشابه طریق به

A
١١≡ a٠ − a١ + a٢ − · · ·+ (−١)kak + · · ·+ (−١)nan

بر a٠ − a١ + a٢ − · · · + (−١)nan تقسیم باقی�مانده�ی برابر ١١ بر A تقسیم باقی�مانده لذا و

می�باشد. ١١

ضرب عدد یک در یا و جمع عدد یک با می�توان را هم�نهشتی یک طریفین که دیدیم قبل قضایای در

و .٢٠ ۶≡ ٨ مثال عنوان به نیست. مجاز کلی حالت در عدد یک به هم�نهشتی یک طرفین تقسیم کرد.

.۵
۶
̸≡ ٢ زیرا کرد تقسیم ۴ بر را هم�نهشتی این طرفین نمی�توان ولی بخش�پذیرند. ۴ بر دو هر ٨ و ٢٠

داریم؛ تقسیم عمل با هم�نهشتی�ها رفتار خصوص در را زیر قضیه�ی

d = (c, n) کنیم فرض و باشند. صحیح اعدادی c و b ،a و طبیعی عددی n کنیم فرض ٧.۴ قضیه

عامل یک دیگر عبارت به a
n
d≡ b آن�گاه ac n≡ bc اگر صورت این در باشد. n و c مقسوم�علیه بزرگ�ترین

تقسیم d = (c, n) بر پیمانه آن�که شرط به است، حذف قابل هم�نهشتی، یک طرف دو از c مشترک

شود.

از .n
d
| c
d
(a − b) � نتیجه در .n|c(a − b) یعنی .n|ac − bc که می�شود نتیجه ac n≡ bc از اثبات.

� .a
n
d≡ b پس n

d
|a− b می�شود نتیجه (n

d
,
c

d
) = ١ � که آن�جا

.a n≡ b این�صورت در .(c, n) = ١ کنیم فرض و ac n≡ bc کنیم فرض ٨.۴ نتیجه

� می�شود. نتیجه بالا قضیه از اثبات.
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باشند. صحیح عدد دو b و a و طبیعی عددی n کنیم فرض ٩.۴ قضیه

.a = b آن�گاه |a− b| < n و a n≡ b اگر (الف)

.a n≡ r آن�گاه باشد n بر a تقسیم باقی�مانده�ی r اگر (ب)

باشند. برابر n بر b و a تقسیم باقی�مانده�های اگر تنها و اگر a n≡ b � (ج)

عدد یک برای ،a − b = kn صورت این در .|a − b| < n و a
n≡ b کنیم فرض (الف) اثبات.

.a = b پس .k = ٠ که می�شود نتیجه این از .|k|n < n پس .|a− b| = |k|n لذا .k صحیح

عدد یک برای ،a = qn+ r صورت این در باشد. n بر a تقسیم باقی�مانده�ی r کنیم فرض (ب) �

.a n≡ r پس n|a− r � یعنی .a− r = qn پس .q صحیح

داریم (ب) بنابر باشد. n بر b تقسیم باقی�مانده�ی s و n بر a تقسیم باقی�مانده�ی r کنیم فرض (ج) �

کنیم فرض برعکس، .a n≡ b می�شود نتیجه رابطه دو این از آن�گاه r = s اگر حال .b n≡ s و a
n≡ r

٠ ≤ s < n و ٠ ≤ r < n چون .r n≡ s می�شود نتیجه b n≡ s و a n≡ r روابط از صورت این در .a n≡ b

� .r = s که می�شود نتیجه (الف) بنابر r n≡ s از حال .|r − s| < n لذا

و q صحیح اعداد تقسیم الگوریتم بنابر باشد. صحیح عدد یک a و طبیعی عدد یک n کنیم فرض

.a n≡ r نتیجه در .٠ ≤ r < n و a = qn+ r که نحوی به می�شوند یافت r

بدین است. n پیمانه به هم�نهشت ٠, ١, ٢, . . . , (n− ١) اعداد از یکی با صحیح عدد هر بنابراین

کنیم فرض حال گوییم. n پیمانه به مانده�ها طبیعی دستگاه را ٠, ١, ٢, . . . , (n − ١) عدد n دلیل

داریم اولند. n به نسبت که باشند n از نابیشتر طبیعی اعداد r١, r٢, . . . , rφ(n)

(a, n) = (qn+ r, n) = (r, n)

ri از یکی r یعنی باشند، اول هم به نسبت n و r اگر تنها و اگر اولند هم به نسبت n و a به�ویژه

به هم�نهشت r١, r٢, . . . , rφ(n) اعداد از یکی با است اول n به نسبت که صحیح عدد هر پس باشد. ها
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گوییم. n پیمانه به مانده�ها طبیعی مخفف دستگاه را r١, r٢, . . . , rφ(n) عدد φ(n) لذا است. n پیمانه

می�کنیم: تعریف کلی به�طور

باشد. طبیعی عدد یک n کنیم فرض ١٠.۴ تعریف

صحیح عدد هر هرگاه گوییم n� پیمانه به مانده�ها کامل دستگاه یک را a١, a٢, . . . , an عدد n (الف)

باشد. n پیمانه به هم�نهشت ها ai از یکی با

عدد هر گاه هر گوییم n پیمانه به مانده�ها مخفف دستگاه یک را b١, b٢, . . . , bφ(n) عدد φ(n) (ب)

باشد. n پیمانه به هم�نهشت ها bi از یکی با باشد اول n به نسبت که صحیح

n � پیمانه به مانده دستگاه یک متوالی عدد n هر کلی به�طور و ١, ٢, . . . , n عدد n مثال عنوان به

و مانده کامل دستگاه یک a١, a٢, . . . , an و (a, n) = ١ و باشد صحیح عدد یک a اگر است.

دستگاه یک aa١, aa٢, . . . , aan � آن�گاه باشند n پیمانه به مانده مخفف دستگاه یک b١, b٢, . . . , bφ(n)

کنید). (ثابت است n پیمانه به مانده مخفف دستگاه یک ab١, ab٢, . . . , abφ(n) و مانده کامل

خطی هم�نهشتی معادلات ٢.۴§

دارد. اختصاص صحیح) (جواب�های معادلات جواب�های یافتن به اعداد نظریه�ی از توجهی قابل بخش

ابتدا می�کنیم. بررسی را خطی هم�نهشتی معادلات یعنی هم�نهشتی معادلات ساده�ترین بخش این در

معادله�ی

ax
n≡ b (١.۴)

معادله این حل از منظور است. طبیعی عدد یک n و صحیح عدد دو b و a آن در که می�گیریم نظر در را

که می�کنیم توجه ابتدا می�کند. صدق (١) معادله�ی در که است x صحیح مقادیر کلیه�ی آوردن دست به

اگر لذا است. (١) معادله�ی جواب یک نیز c′ لذا .ac′ n≡ ac
n≡ b آن�گاه c′ n≡ c و (١) جواب یک c اگر

(١) معادله�ی حل از منظور است. جواب بی�نهایت دارای آن�گاه باشد جواب یک دارای (١) معادله�ی
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است. آن هم�نهشت غیر جواب�های کلیه�ی آوردن دست به

یافت k صحیح عدد لذا .ac٠
n≡ b صورت این در باشد. (١) معادله�ی جواب یک c٠ کنیم فرض

نتیجه در .ac٠ − b = kn كه به�نحوی می�شود

ac٠ − nk = b

سیاله�ی معادله�ی از جواب یک (c٠,−k) زوج که است معنی بدین این

ax+ ny = b (٢.۴)

ax٠−b = −ny٠ لذا و ax٠+ny٠ = b آن�گاه باشد (٢) جواب یک (x٠, y٠) اگر برعکس، می�باشد.

معادله�ی اگر تنها و اگر است جواب دارای (١) هم�نهشتی معادله�ی بنابراین .ax٠
n≡ b یعنی این و

که d|b اگر تنها و اگر است جواب دارای (٢) که دیدیم ١ فصل در باشد. جواب دارای (٢) سیاله�ی

ناهم�نهشت جواب�های کلیه�ی می�خواهیم باشد. (١) جواب یک c کنیم فرض حال .d = (a, n) آن در

این در باشد. (١) معادله�ی دیگر جواب یک c′ کنیم فرض بیابیم. را (١) معادله�ی برای n پیمانه�ی به

یک ′c،برای = c + k
n

d
لذا .c′

n
d≡ c داریم هم�نهشتی طرفین از a حذف با لذا .ac′ n≡ ac

n≡ b صورت

پس .(٠ ≤ r ≤ d− ١) k = qd+ r � داریم d بر k تقسیم با .k صحیح عدد

c′ = c+ k
n

d
= c+ (qd+ r)

n

d
= c+ r

n

d
+ qn

آن در که است c + r
n

d
برابر n پیمانه�ی به (١) معادله�ی جواب هر لذا .c′ n≡ c + r

n

d
� بنابراین

داریم .٠ ≤ r ≤ d− ١

a(c+ r
n

d
)

n≡ ac+ ar
n

d

n≡ b+
a

d
rn

n≡ b

است. (١) معادله�ی جواب یک c+ r
n

d
یعنی

از عبارتند n پیمانه�ی به (١) جواب�های بنابراین

c , c+
n

d
, c+ ٢

n

d
, . . . , c+ (d− ١)

n

d

و ٠ ≤ r ≤ d − ١ اگر ناهم�نهشت�اند. دوبدو n پیمانه�ی به جواب�ها این می�دهیم نشان حال

با که کنید (توجه r d≡ r′ لذا و rn
d

n≡ r′
n

d
آن�گاه c+ r

n

d

n≡ c+ r′
n

d
� که باشند چنان ٠ ≤ r′ ≤ d−١
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هم�نهشتی از |r− r′| < d چون حال می�شود). تقسیم n
d
بر نیز پیمانه هم�نهشتی طرف دو از n

d
حذف

.r = r′ می�شود نتیجه r d≡ r′

می�کنیم: خلاصه زیر قضیه�ی در کردیم ثابت بالا در را آن�چه

.d = (a, n) کنیم فرض و باشند. صحیح عدد دو b و a و طبیعی عدد یک n کنیم فرض ١١.۴ قضیه

هم�نهشتی معادله�ی صورت این در

ax
n≡ b

.d|b اگر تنها و اگر است جواب دارای

دوبدو جواب d دقیقاً دارای فوق هم�نهشتی آن�گاه باشد فوق هم�نهشتی جواب یک c و d|b اگر به�علاوه

از عبارتند که می�باشد n پیمانه�ی به ناهم�نهشت

c , c+
n

d
, c+ ٢

n

d
, . . . , c+ (d− ١)

n

d

ax
n≡ b معادله�ی برای وجود عدم یا وجود سوال به پاسخ برای فوق قضیه�ی به عنایت با ١٢.۴ تبصره

همچنین است. آسان اقلیدسکاری الگوریتم کمک به کار این و نماییم محاسبه را d = (a, n)است کافی

سیاله�ی معادله�ی حل برای مؤثری روش اقلیدس الگوریتم کمک به که دیدیم ١ فصل در آن�گاه d|b اگر

فوق قضیه�ی سپس و است آسان c جواب یک آوردن دست به لذا و است دست در ax + ny = b

می�دهد. دست به را جواب�ها همه�ی

n و a کنیم فرض و باشند. صحیح عدد دو b و a و طبیعی عدد یک n کنیم فرض ١٣.۴ نتیجه

هم�نهشتی صورت دراین باشند. اول هم به نسبت

ax
n≡ b

است. n پیمانه�ی به منحصربه�فرد جواب یک دارای
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� می�شود. نتیجه d = ١ فرض با قبل قضیه�ی از اثبات.

است. اول n به نسبت که باشد صحیح عددی a و طبیعی عدد یک n کنیم فرض ١۴.۴ تعریف

هم�نهشتی دراین�صورت

ax
n≡ ١

یک را معادله این جواب هر است. n پیمانه�ی به منحصربه�فرد جواب یک دارای قبل نتیجه�ی بنابر

گوییم. n پیمانه�ی به a � حسابی وارون

و دارد وجود n پیمانه�ی به a حسابی وارون آن�گاه باشند اول هم به نسبت n و a اگر که کنیم توجه

.(n پیمانه�ی (به است منحصربه�فرد

آوردن دست به برای ابتدا می�آوریم. دست به را ۵٧x ۶٩≡ ٢١ هم�نهشتی جواب�های کلیه�ی ١۵.۴ مثال

می�گیریم بهره اقلیدس الگوریتم از ۶٩ و ۵٧ مشترک مقسوم�علیه بزرگ�ترین ،d

۶٩ = ١ × ۵٧+ ١٢

۵٧ = ۴ × ١٢+ ٩

١٢ = ١ × ٩+ ٣

٩ = ٣ × ٣+ ٠

از یکی آوردن دست به برای است. ۶٩ پیمانه�ی به جواب ٣ دارای معادله لذا d|٢١ چون .d = ٣ لذا

می�کنیم. استفاده ۵٧x+ ۶٩y = ٢١ هم�نهشتی معادله�ی حل برای اقلیدس الگوریتم از دوباره جواب�ها

داریم بالا متوالی تقسیمات از

d = ٣ = ١٢− ٩ = ١٢− (۵٧− ۴× ١٢) = ۵× ١٢− ۵٧ = ۵(۶٩− ۵٧)− ۵٧

= ۵× ۶٩− ۶× ۵٧

هم�نهشتی جواب یک بنابراین .۵٧(−۴٢)
۶٩≡ ٢١ پس .۵٧(−۴٢) + ۶٩(٣۵) = ٢١ نتیجه در
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c , c+
n

d
, c+ ٢

n

d
از عبارتند هم�نهشتی جواب ٣ اخیر قضیه�ی به توجه با حال می�باشد. c = −۴٢

بنابراین .−۴٢ و −١٩ و ۴ از عبارتند جواب�ها پس .d = ٣ و n = ۶٩ ،c = −۴٢ اینجا در که

می�باشند. ۴ و ٢٧ و ۵٠ معادله نامنفی جواب�های کوچک�ترین

باقی�مانده�ی قضیه�ی به است هم�نهشتی معادلات دستگاه یک همزمان حل به مربوط که بعد قضیه�ی

جواب است ممکن هستند جواب دارای دو هر که هم�نهشتی معادله�ی دو کنیم توجه است. معروف چینی

ولی هستند. جواب دارای دو هر ۵x ١۵≡ ۵ و ٢x ۶≡ ١٠ معادله�ی دو مثال عنوان به باشد. نداشته مشترک

هر ولی c ٣≡ ٢ شرط در اول معادله�ی از c جواب هر زیرا ندارد. وجود معادله دو برای مشترک جواب

مشترک جواب وجود چینی باقی�مانده�ی قضیه می�کند. صدق c
٣≡ ١ شرط در دوم معادله�ی از c′ � جواب

می�کند. تضمین شرایطی تحت را

نسبت دوبدو و طبیعی اعداد nk, . . . , n٢, n١ فرضکنیم چینی) باقی�مانده�ی (قضیه�ی ١۶.۴ قضیه

هم�نهشتی دستگاه این�صورت در باشند. صحیح اعدادی bk, . . . , b٢, b١ کنیم فرض باشند. اول هم به
x

n١≡ b١

x
n٢≡ b٢

...

x
nk≡ bk

است. منحصربه�فرد m = n١n٢ . . . nk پیمانه�ی به جواب این به�علاوه، است. جواب دارای

این در .mi =
m

ni

می�دهیم قرار ١ ≤ i ≤ k هر برای و m = n١n٢ . . . nk می�دهیم قرار اثبات.

n١, n٢, . . . , ni−١, ni+١, . . . , nk و mi = n١n٢ . . . ni−١ni+١ . . . nk � زیرا (mi, ni) = ١ صورت

m′
i کنیم فرض است. ni پیمانه�ی به حسابی وارون دارای mi بنابراین اولند. ni به نسبت همگی

می�دهیم قرار حال باشد. ni پیمانه�ی به mi حسابی وارون
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x٠ = b١m١m
′
١ + b٢m٢m

′
٢ + · · ·+ bkmkm

′
k

هر برای لذا .١ ≤ i ≤ k و i ̸= j هر برای nj|mi صورت دراین .١ ≤ j ≤ k کنیم فرض حال

بنابراین .bimim
′
i

nj≡ ٠ � داریم i ̸= j

x٠
nj≡ ٠+ ٠+ · · ·+ ٠+ bjmjm

′
j + ٠+ · · ·+ ٠

دو هر x٠ و x′
٠ اگر است. دستگاه جواب یک x٠ بنابراین x٠

nj≡ bj � لذا .mjm
′
j

nj≡ ١ فرض بنابه اما

داریم آن�گاه باشند دستگاه جواب
x٠

n١≡ x′
٠

x٠
n٢≡ x′

٠

...

x٠
nk≡ x′

٠

اول�اند هم به نسبت دوبدو niها m|x٠.(زیرا − x′
٠ لذا .ni|x٠ − x′

٠ داریم ١ ≤ i ≤ k هر برای لذا

� است. تمام اثبات و x٠
m≡x′

٠ پس (.m = n١n٢ . . . nk � و

است. گردیده ارائه جواب آوردن دست به روش واقع در بالا قضیه�ی اثبات در که کنیم توجه

١ ترتیب به ٧ و ۵ و ٣ بر آن مانده�ی باقی که می�یابیم را مثبتی صحیح عدد کوچک�ترین ١٧.۴ مثال

دستگاه مثبت جواب کوچک�ترین باید حل برای باشد. ٣ و ٢ و

x
٣≡ ١

x
۵≡ ٢

x
٧≡ ٣

کنیم. خلاصه جدول یک در را محاسبات و داده�ها دهید اجازه می�باشد.
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i ni mi m′
i bi bimim

′
i

١ ٣ ٣۵ ٢ ١ ٧٠
٢ ۵ ٢١ ١ ٢ ۴٢
٣ ٧ ١۵ ١ ٣ ۴۵

از است عبارت دستگاه جواب بنابراین

x٠
١٠۵≡≡ ٧٠+ ۴٢+ ۴۵ = ١۵٧

١٠۵≡≡ ۵٢

است. ۵٢ مساله جواب پس

بالا، شده�ی ارائه ساده�ی شکل کرد. اثبات و بیان می�توان را قضیه از کلی�تری صورت ١٨.۴ تبصره

است. نزدیک�تر چینی اصلی قضیه�ی به شده بیان شکل آن�که ضمن است. بیشتر کاربرد دارای شکل

می�شود. نتیجه قضیه از راحتی به ذیل نتیجه�ی در قضیه، از عام�تری شکل مثال عنوان به

ak, . . . , a٢, a١ و اول هم به نسبت دوبدو طبیعی اعداد nk, . . . , n٢, n١ کنیم فرض ١٩.۴ نتیجه

bk, . . . , b٢, b١ کنیم فرض .١ ≤ i ≤ k برای (ai, ni) = ١ � كه به�نحوی باشند صحیح اعدادی

پیمانه�ی به منحصربه�فرد جواب یک دارای ذیل دستگاه صورت این در باشند. دلخواهی صحیح اعدادی

است. m = n١n٢ . . . nk

a١x
n١≡ b١

a٢x
n٢≡ b٢

...

akx
nk≡ bk

وجود ni پیمانه�ی به ai حسابی وارون ١ ≤ i ≤ k هر برای قضیه مفروضات به توجه با اثبات.

است. معادل x ni≡ bia
′
i هم�نهشتی با aix

ni≡ bi هم�نهشتی باشد. حسابی وارون این a′i کنیم فرض دارد.
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دستگاه است کافی لذا

x
n١≡ b١a

′
١

x
n٢≡ b٢a

′
٢

...

x
nk≡ bka

′
k

� است. قبل قضیه�ی همان این و کنیم. حل را

کنیم. ثابت چینی قضیه�ی از نتیجه�ای عنوان به را زیر زیبای قضیه�ی دهید اجازه

داخل نقاط از یک هیچ كه به�نحوی موجودند صفحه در بزرگ دلخواه اندازه�ی به مربع�های ٢٠.۴ قضیه

مبدأ از صفحه، صحیح مختصات با نقاط همه�ی مجموعه�ی بین در صحیح�اند مختصات دارای که آن�ها

نیستند. رؤیت قابل

مختصات با نقاط مجموعه�ی بین در c, d صحیح مختصات با نقطه�ی که می�کنیم توجه ابتدا اثبات.

باشند.(چرا؟) اول هم به نسبت d و c تنهااگر اگرو است رؤیت قابل مبدأ از صحیح

رئوس با مربعی k صحیح عدد هر برای است کافی بنابراین

{(a, b), (a+ k, b), (a, b+ k), (a+ k, b+ k)}

هم به نسبت که باشد مختصاتی دارای صحیح، مختصات با مربع داخل نقطه هر كه به�نحوی بیابیم

از عبارتست صحیح�اند مختصات دارای که فوق مربع داخل نقاط که می�کنیم توجه نیستند. اول

(a+ r, b+ s) ٠ < r < k , ٠ < s < k

ماتریس باشد. اول عدد i-امین ،pi � عدد i ≥ ١ هر برای و p٢ = ٣ و p١ = ٢ کنیم فرض حال
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می�گیریم درنظر را زیر k × k

A =


p١ p٢ . . . pk
pk+١ pk+٢ . . . p٢k
...

pk٢−k+١ . . . pk٢


A i-ام ستون مؤلفه�های ضرب حاصل ni و i-ام سطر مؤلفه�های حاصل�ضرب mi کنیم فرض

بنابراین اول�اند. هم به نسبت دوبدو نیز ها ni و اول هم به نسبت دوبدو ها mi این�صورت در باشد.

دستگاه چینی باقی�مانده�ی قضیه�ی بنابر
x

m١≡ −١

x
m٢≡ −٢

...

x
mk≡ −k

است. a مانند m = n١n٢ · · ·nk = m١m٢ · · ·mk پیمانه�ی به منحصربه�فردی جواب دارای

دستگاه مشابه طریق به

y
n١≡ −١

y
n٢≡ −٢

...

y
nk≡ −k

است. b مانند منحصربه�فردی جواب دارای m پیمانه�ی به

می�گیریم. نظر در را S = {(a, b), (a+ k, b), (a, b+ k), (a+ k, b+ k)} رئوس با مربع حال

کنیم فرض

(a+ r, b+ s) ٠ < r < k , ٠ < s < k

داریم باشد. S داخل دلخواه نقطه�ی یک

a
mr≡ −r , b

ns≡−s
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لذا
mr|a+ r , ns|b+ s

بنابراین .p|mr و p|ns آن�گاه باشد A ماتریس s-ام ستون و r-ام سطر مؤلفه�ی p اگر

p|a+ r , p|b+ s

بین در (a+ r, b+ s) نقطه�ی بنابراین نیستند. اول هم به نسبت b+ s و a+ r اعداد بنابراین

� است. تمام اثبات و نیست. رؤیت قابل مبدأ از صحیح مختصات با نقاط مجموعه�ی

هم�نهشتی اساسی قضیه�ی چند ٣.۴§

می�کنیم، ثابت را ویلسون و فرما اویلر، قضایای جمله از هم�نهشتی اساسی قضیه�ی چند بخش این در

می�نماییم. ارائه آن�ها از کاربردهایی و

مخفف دستگاه یک را {a١, a٢, . . . , aϕ(n)} مجموعه�ی n طبیعی عدد برای که می�کنیم یادآوری ابتدا

پیمانه�ی به aiها از یکی با است اول n به نسبت که صحیح عدد هر هرگاه گوییم n پیمانه�ی به مانده�ها

است: مفید بسیار n پیمانه�ی به مانده�ها مخفف دستگاه خصوص در زیر لم باشد. هم�نهشت n

به مانده�ها مخفف دستگاه یک A = {a١, a٢, . . . , aϕ(n)} و طبیعی عدد n کنیم فرض ٢١.۴ لم

این�صورت در باشد. n پیمانه�ی

ناهم�نهشت�اند. n پیمانه�ی به دوبدو aiها و است اول n به نسبت ai هر (الف)

n پیمانه�ی به دوبدو و اول n به نسبت bi و B = {b١, b٢, . . . , bϕ(n)} اگر (ب)

است. n پیمانه�ی به مانده�ها مخفف دستگاه یک نیز B آن�گاه باشند ناهم�نهشت

مجموعه�ی آن�گاه باشد اول n به نسبت و صحیح عدد یک a اگر (ج)

n پیمانه�ی به مانده�ها مخفف دستگاه یک نیز C = {aa١, aa٢, . . . , aaϕ(n)}

است.



٧٠ هم�نهشتی اساسی قضیه�ی چند ٣.۴ §

نسبت که باشند n از نابیشتر مثبت صحیح اعداد r١, r٢, . . . , rϕ(n) کنیم فرض (الف) اثبات.

دوبدو n پیمانه�ی به riها چون است. هم�نهشت aiها از یکی با ri هر فرض بنابه اولند. n به

دارای A چون هم�نهشت�اند. A متمایز عضو ϕ(n) با r١, r٢, . . . , rϕ(n) عدد ϕ(n) لذا اند ناهم�نهشت

چون حال بالعکس. و است هم�نهشت n پیمانه�ی به A عضو یک با ri هر لذا است عضو ϕ(n)

دوبدو n پیمانه�ی به نیز a١, a٢, . . . , aϕ(n) لذا اند ناهم�نهشت دوبدو n پیمانه�ی به r١, r٢, . . . , rϕ(n)

.١ ≤ j ≤ ϕ(n)� یک برای ai
n≡ rj صورت این در .١ ≤ i ≤ ϕ(n) کنیم فرض حال اند. ناهم�نهشت

,ai)(چرا؟). n) = (rj, n) = ١ لذا

هم�نهشت n پیمانه�ی به A عضو یک با B عضو هر لذا اول�اند n به نسبت B اعضای چون (ب)

متمایز اعضای با B متمایز اعضای لذا اند ناهم�نهشت n پیمانه�ی به دوبدو B اعضای چون و است.

است. n پیمانه�ی به هم�نهشت B عضو یک با A عضو هر که می�شود نتیجه این از اند. هم�نهشت A

n پیمانه�ی به B عضو بایک نتیجه در و A عضو یک با است اول n به نسبت که صحیح عدد هر حال

است. n پیمانه�ی به مانده�ها مخفف دستگاه یک B است.پس هم�نهشت

هر پس است. اول n به نسبت a فرض بنابه همچنین است. اول n به نسبت ai هر (الف) بنابر (ج)

می�باشند.(چرا؟) n پیمانه�ی به ناهم�نهشت دوبدو C اعضای دیگر طرف از است. اول n به نسبت aai

� است. n پیمانه�ی به مانده�ها مخفف دستگاه یک نیز C که می�شود نتیجه (ب) از حال

پیمانه�ی به مانده�ها طبیعی مخفف دستگاه A = {١, ٢, ۴, ٧, ٨, ١١, ١٣, ١۴} مجموعه�ی ٢٢.۴ مثال

به B = {۴, ٨, ١۶, ٢٨, ٣٢, ۴۴, ۵٢, ۶۴} � مجموعه�ی a = ۴ عدد در A اعضای ضرب با است. ١۵

۴, ٨, ١۶, ٢٨, ٣٢, ۴۴, ۵٢, ۶۴ اعداد است. ١۵ پیمانه�ی به مانده�ها مخفف دستگاه یک که می�آید دست

می�باشد. هم�نهشت ۴, ٨, ١, ١٣, ٢, ١۴, ٧, ۴ اعداد با ترتیب به ١۵ پیمانه�ی به

است. آسان کاری اویلر قضیه�ی اثبات فوق، لم از استفاده با
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اول n به نسبت که باشد صحیح عددی a و طبیعی عدد n کنیم فرض اویلر) (قضیه�ی ٢٣.۴ قضیه

این�صورت در است.

aϕ(n)
n≡ ١

بالا لم بنابه باشد. n پیمانه�ی به مانده�ها مخفف دستگاه یک a١, a٢, . . . , aϕ(n) کنیم فرض اثبات.

هر لذا می�دهند. n پیمانه�ی به مانده�ها مخفف دستگاه یک تشکیل نیز aa١, aa٢, . . . , aaϕ(n) � اعداد

همان n پیمانه�ی به a١, a٢, . . . , aϕ(n) اعداد بنابراین بالعکس. و است هم�نهشت aaiها از یکی با ai

پس متفاوت). ترتیبی با می�باشند(احتمالا aa١, aa٢, . . . , aaϕ(n) اعداد

(aa١)(aa٢) . . . (aaϕ(n))
n≡ a١a٢ . . . aϕ(n)

لذا
aϕ(n)a١a٢ . . . aϕ(n)

n≡ a١a٢ . . . aϕ(n)

کرد. حذف بالا هم�نهشتی طرفین از را آن�ها می�توان لذا و اولند n به نسبت aiها قبل لم بنابر حال

پس

aϕ(n)
n≡ ١

�

به و شد ثابت فرما توسط بار اولین است اول عددی n = p آن در که اویلر قضیه�ی خاص حالت

است. معروف فرما کوچک قضیه

در .p ̸ |a و باشد صحیح عددی a و اول عددی p کنیم فرض فرما) کوچک (قضیه ٢۴.۴ نتیجه

این�صورت

ap−١ p
≡ ١

اول p چون همچنین اول�اند. هم به نسبت p و a که می�شود نتیجه p ̸ |a از است اول p چون اثبات.
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� می�شود. نتیجه اویلر قضیه�ی از حکم لذا .ϕ(p) = p− ١ داریم است

.ap p
≡ a آن�گاه باشد، صحیح عددی a و اول عددی p اگر ٢۵.۴ نتیجه

قبل نتیجه�ی بنابر آن�گاه p ̸ |a اگر .ap p
≡ a

p
≡ ٠ لذا و p|an آن�گاه p|a اگر اثبات.

ap−١ p
≡ ١

� .ap p
≡ a نتیجه در و

می�دهد: نشان محاسبات در را اویلر قضیه�ی مؤثر کاربرد زیر مثال دو

چیست؟ ٣۵ بر ٢١٠٠٠٠٠ تقسیم باقیمانده ٢۶.۴ مثال

.٢٢۴ ٣۵≡ ١ اویلر قضیه بنابر لذا .φ(٣۵) = φ(۵)φ(٧) = ۴× ۶ = ٢۴ داریم حل: �

٢١٠٠٠٠٠
٣۵≡ ٢٢۴×۴١۶۶+١۶ = (٢٢۴)۴١۶۶٢١۶

٣۵≡ ٢١۶
٣۵≡ ٢۶ × ٢۶ × ٢۴

٣۵≡ (−۶)(−۶)(١۶) = ۵٧۶
٣۵≡ ١۶

است. ١۶ پاسخ لذا

چیست؟ ۵١ بر k = ١٠۴٨n+٩ تقسیم باقیمانده باشد طبیعی عدد یک n اگر ٢٧.۴ مثال

داریم حل: �

١٠۴٨n+٩ ٣≡ ١۴٨n+٩ ٣≡ ١

١٠۴٨n+٩ ١٧≡ (١٠١۶)٣n × ١٠٩
١٧≡ (١٠٢)۴ × ١٠ = (−٢)۴ × ١٠

١٧≡ −١٠
١٧≡ ٧

.r ١٧≡ ٧ و r ٣≡ ١ لذا .n ١٧≡ r � و n ٣≡ r پس n ۵١≡ r داریم باشد. r نظر مورد باقیمانده کنیم فرض

است. ٧ پاسخ لذا است. ٧ عدد می�کند صدق هم�نهشتی دو این در که ۵١ از کمتر نامنفی اعداد تنها

آن�ها واقع در است. برقرار نیز فرما قضیه�ی عکس که کردند ادعا پیش سال ٢۵٠٠ حدود چینی�ها

٣ ≤ n ≤ ٣۴٠ برای ادعا این است. اول n آن�گاه ٢n n≡ ٢ که باشد چنان n > ٢ عدد اگر که کردند ادعا
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پذیرفته صورت آزمایش توجهی قابل تعداد مبنای بر آن�ها ادعای که فهمید می�توان لذا است. درست

نمونه�های برای ،n طبیعی اعداد حسب بر نمایی گزاره که داریم نمونه�هایی ریاضیات در ولی است.

است دلیل همین به نیست. درست (n بزرگ دوردست(اعداد در ولی است درست بسیاری کوچک

در نیست. پذیرفته ریاضی اثبات یک عنوان به باشد زیاد نمونه�ها تعداد هرچه نمونه�ها آزمایش که

دهیم نشان دهید اجازه می�کند. نقض را ادعا که است عددی اولین n = ٣۴١ نیز فوق ادعای خصوص

می�کند. نقض را ادعا n = ٣۴١ �

داریم .٢٣۴١ ٣۴١≡ ٢ می�دهیم نشان نیست. اول ٣۴١ = ١١ × ٣١ که می�کنیم توجه ابتدا

فرما کوچک قضیه�ی بنابر نتیجه در .٢١١ ٣١≡ ٢ پس ٢١٠ ٣١≡ ١ � لذا ٢١٠ = ١٠٢۴ = ٣١ × ٣٣ + ١

داریم

٢٣۴١ = ٣١×٢١١ ٣١≡ ٢١١
٣١≡ ٢

می�شود نتیجه فرما کوچک قضیه�ی از دیگر طرف از

٢٣١
١١≡ ٢× (٢١٠)٣

١١≡ ٢× ١ = ٢

نتیجه در و

٢٣۴١ = ٣١×٢١١ ١١≡ ٢١١
١١≡ ٢

.٢٣۴١ ٣۴١≡ ٢ که می�شود نتیجه ٢٣۴١ ١١≡ ٢ و ٢٣۴١ ٣١≡ ٢ هم�نهشتی دو از حال

است: زیر تعریف مبنای مشاهده این

.٢n n≡ ٢ هرگاه گوییم شبه�اول را n مرکب عدد (الف) ٢٨.۴ تعریف

اول شبه عدد لذا .an n≡ a هرگاه گوییم a پایه�ی به نسبت شبه�اول را n مرکب عدد کلی به�طور (ب)

است. ٢ پایه�ی به نسبت شبه�اول عدد همان

به نسبت شبه�اول هرگاه گوییم (Carmichael کارمایکل (یا مطلق شبه�اول را n مرکب عدد (ج)

باشد. a هر برای a پایه�ی
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کنید ثابت می�شود خواسته شما از تمرینات در است. اول شبه عدد یک ٣۴١ دادیم نشان بالا در

بی�نهایت a پایه�ی هر به نسبت است شده ثابت دارد. وجود (٢ پایه�ی به (نسبت اول شبه عدد بی�نهایت

دید. خواهید را بیشتری مثال�های تمرینات در دارد. وجود اول شبه عدد

یک از کمتر اول شبه اعداد تعداد نمونه عنوان نادرند(به اول شبه اعداد که آن�جا از ٢٩.۴ تبصره

٢n
n≡ ٢ شرط در n عدد اگر است.) ٧٨۴٩۴ میلیون یک از کمتر اول تعداد ولی ٢۴۵ فقط میلیون

یا اول بررسی برای آزمون این از نرم�افزارها از بسیاری در است. اول زیاد احتمال به n آن�گاه کند صدق

٢n
n

̸≡ ٢ اگر و می�گیرند اول را n آن�گاه ٢n n≡ ٢ اگر که معنی بدین می�کنند. استفاده n عدد بودن مرکب

مرکب ،n � بودن مرکب یا اول پاسخ اگر نرم�افزارهایی چنین در که کنید توجه می�گیرند. مرکب را n آن�گاه

است. اول زیاد احتمال به n آن�گاه باشد اول پاسخ اگر ولی است. مرکب یقیناً n آن�گاه است

می�کنیم: ثابت را هم�نهشتی بحث در دیگر مهم قضیه�ی اکنون

صورت این در باشد. اول عدد یک p کنیم فرض ویلسون) (قضیه�ی ٣٠.۴ قضیه

(p− ١)!
p
≡−١

فرض .p ≥ ۵ کنیم فرض لذا است. مشاهده قابل راحتی به p = ٣ و p = ٢ حالت در قضیه اثبات.

فرض است. p پیمانه�ی به حسابی وارون دارای k صورت این در باشد. دلخواه ٢ ≤ k ≤ p− ٢ کنیم

می�توان لذا است kx p
≡ ١� هم�نهشتی جواب یک k′ چون باشد. p پیمانه�ی به k حسابی وارون k′ کنیم

حسابی وارون p − ١ و ١ لذا (p − ٢(١
p
≡ ١ و ١٢ p

≡ ١ که کنیم توجه .١ ≤ k′ ≤ p − ١ کرد فرض

٢ ≤ k′ ≤ p− ٢� پس .k′ ̸= p− ١ و k′ ̸= ١ لذا ٢ ≤ k ≤ p− ٢ چون هستند. p پیمانه�ی به خود

و p|k + ١ یا p|k − ١ نتیجه در و p|k٢ − ١ = (k − ١)(k + ١) لذا و k٢ p
≡ ١ � آن�گاه k′ = k اگر

که می�شود نتیجه این از .٣ ≤ k + ١ ≤ p − ١ � و ١ ≤ k − ١ ≤ p − ٣ زیرا است. ممکن غیر این

پس .k′ ̸= k � علاوه به و است ٢ ≤ k′ ≤ p − ٢ حسابی وارون دارای ٢ ≤ k ≤ p − ٢ عدد هر

حسابی وارون زوج هر عضو دو آن در که کرد دسته�بندی زوج زوج می�توان را ٢, ٣, . . . , p− ٢ اعداد
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پس یکدیگرند.

٢× ٣× ۴× · · · × (p− ٢)
p
≡ ١

لذا و
٢× ٣× ۴× · · · × (p− ٢)(p− ١)

p
≡ p− ١

نتیجه در
(p− ١)!

p
≡−١

�

کنیم فرض کنیم. مشاهده مثال یک در گفتیم ویلسون قضیه�ی اثبات در را آن�چه دهید اجازه

حسابی وارون ٧ لیست این در می�گیریم. نظر در را ٢, ٣, ۴, . . . , ١١ اعداد صورت این در .p = ١٣

پیمانه�ی به ۶ حسابی وارون ١١ و ۵ حسابی وارون ٨ ،۴ حسابی وارون ١٠ ،٣ حسابی وارون ٩ ،٢

لذا است: ١٣

٢× ٣× ۴× · · · × ١١ = (٢× ٣)(٧× ٩)(۴× ١٠)(۵× ٨)(۶× ١١)

١٣≡ ١× ١× ١× ١× ١ = ١

ثابت دوم درجه هم�نهشتی�های خصوص در را زیر قضیه�ی ویلسون و فرما قضایای از کاربردی عنوان به

می�کنیم.

هم�نهشتی معادله�ی صورت این در باشد. فرد اول عدد یک p کنیم فرض ٣١.۴ قضیه

(٣.۴) x٢ p
≡−١

.p ۴≡ ١ اگر تنها و اگر است جواب دارای

.(b٢) p−١
٢

p
≡(−١)

p−١
٢ � لذا .b٢ p

پس١−≡ باشد. b چون جوابی دارای (١) هم�نهشتی فرضکنیم ابتدا اثبات.

آن�گاه باشد فرد p− ١
٢

اگر .p|١ − (−١)
p−١
٢ پس .١ p

≡(−١)
p−١
٢ لذا .bp−١ p

≡ ١ فرما قضیه بنابر
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زوج �عددی p− ١
٢

= ٢k پس است. فرد اول عدد یک p چون است، ممکن غیر این و p|٢ داریم

.p ۴≡ ١ لذا .p = ۴k + ١ � پس است.

داریم ویلسون قضیه�ی بنابر p ۴≡ ١ کنیم فرض برعکس

(p− ١)! = ١× ٢× ٣× · · · × p− ١
٢

× p+ ١
٢

× · · · × (p− ٢)(p− ١)
p
≡−١

که می�کنیم توجه حال

p− ١
p
≡ −١

p− ٢
p
≡ −٢

...

p+ ١
٢

p
≡ −p− ١

٢

بنابراین

(p− ١)!
p
≡ ١× ٢× · · · × (

p− ١
٢

)× (−p− ١
٢

)× · · · × (−٢)(−١)
p
≡−١

یک برای p = ۴k+ ١ لذا p ۴≡ ١ چون طرفی از (−١)
p−١
٢ (١× ٢× · · · × p− ١

٢
)٢

p
≡−١ پس

پس .(−١)
p−١
٢ = ١ � پس است. زوج عددی p− ١

٢
= ٢k لذا و .k صحیح )عدد

p− ١
٢

!

)٢
p
≡−١

� است. تمام اثبات و است. (١) هم�نهشتی جواب یک p− ١
٢

! لذا
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تمرین ۴.۴§

می�شمارد. را a١۵ − a٣ عدد ٢١۵ − ٢٣ عدد ،a صحیح عدد هر برای دهید نشان .١

.mφ(n) + nφ(m) mn≡≡ ١ دهید نشان باشند اول بهم نسبت طبیعی عدد دو n و m اگر .٢

بیابید. را ٣٢۵۶ عدد راست سمت رقم دو .٣

بیابید. ٧٧ بر را ٢١٠٠٠٠٠ باقیمانده .۴

باشد. قسمت قابل ١ از بزرگتر صحیح عدد یک مربع به یک هر که بیابید متوالی عدد سه .۵

است. بخش�پذیر بر٧ a٣ − ١ یا a٣ + ١ آن�گاه ٧ ̸ |a اگر کنید ثابت .۶

دهید نشان .٧

.٣٩|۵٣١٠٣ + (الف)١٠٣۵٣

.١١١٣٣٣|٧ + (ب)٣٣٣١١١

است. اول شبه نیز Mn = ٢n − ١ آن�گاه باشد اول شبه n اگر دهید (الف)نشان .٨

دارد. وجود اول شبه عدد بی�نهایت کنید (ب)ثابت

است. برقرار نیز ویلسون قضیه�ی عکس دهید نشان .٩

.
(
n
p

) p
≡
[
n

p

]
آن�گاه باشد اول عددی p اگر دهید نشان .١٠

آورید به�دست را زیر هم�نهشتی�های جواب�های کلیه�ی .١١

.١٠٣x ٩٩٩≡ (الف)۴۴۴

.٩٨٠x ١۶٠٠≡ (ب)١۵٠٠

.٩٨٧x ١۵٩٧≡ (ج)۶١٠
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١٩ و ١٧ و ١٣ و ١٢ و ١١ بر آن تقسیم باقی�مانده�ی که بیابید را n طبیعی عدد کوچک�ترین .١٢

باشد. ۶ و ۵ و ۴ و ٣ و ٢ به�ترتیب

كه به�نحوی می�شود یافت n صحیح عدد آن�گاه (a, b) = ١ و باشند صحیح اعداد c و b و a اگر .١٣

.(an+ b, c) = ١

آورید. به�دست را x٢ + ۶x− ٣١
٧٢≡ ٠ هم�نهشتی جواب�های کلیه�ی .١۴

آورید. به�دست را x٢ + ١٨x− ٨٢٣
١٨٠٠≡ ٠ هم�نهشتی جواب�های کلیه�ی .١۵

کنید. ثابت استقرأ کمک به را فرما کوچک قضیه�ی .١۶



٧٩ تمرین ۴.۴ §



ل۵
ه یاو ه هور

قضیه بنابر که می�کنیم یادآوری .(a, n) = ١ و باشد صحیح عددی a و طبیعی عددی n کنیم فرض

n به نسبت که n � از نابیشتر اعداد مجموعه می�داند گروه�ها نظریه با آشنا خواننده * ).aφ(n) n≡ ١ � اویلر

مرتبه از گروهی Z×
n می�دهیم. نشان Z×

n با را گروه این است. گروه یک ،n پیمانه به ضرب با اولند،

.( * است گروه این در لاگرانژ قضیه همان واقع در اویلر قضیه و است φ(n)

.ak n≡ ١ و k < φ(n) كه به�نحوی می�شوند یافت k طبیعی اعداد معمولا

آن خواص و عدد یک مرتبه ١.۵§

به a مرتبه .(a, n) = ١ و باشد صحیح عدد یک a و طبیعی عدد یک n کنیم فرض ١.۵ تعریف

.ak n≡ ١ که نحوی به است k طبیعی عدد کوچکترین تعریف بنابه n پیمانه

می�دهیم. نشان o(a, n) یا on(a) با معمولا را n پیمانه به a مرتبه

است. φ(n) برابر حداکثر و دارد وجود n پیمانه به a مرتبه که می�شود نتیجه اویلر قضیه از

مرتبه لذا و ak ̸ n≡ ١ ،k طبیعی عدد هر برای آن�گاه نباشند اول بهم نسبت n و a اگر که فرمایید توجه

کنید). (ثابت نیست تعریف قابل n پیمانه به a

٨٠



٨١ آن خواص و عدد یک مرتبه ١.۵ §

یک .١٣, ١١, ٩, ۵, ٣, ١ از عبارتند n از کمتر اول n به نسبت اعداد آن�گاه n = ١۴ اگر ٢.۵ مثال

اعداد می�باشد. ٢, ٣, ٣, ۶, ۶, ١ برابر ترتیب به ١۴ پیمانه به اعداد این مرتبه می�دهد نشان ساده محاسبه

می�باشند. φ(n) = ۶ دقیقاً مرتبه دارای اخیر مثال در ۵ و ٣

سؤال این کلی به�طور است. دوری Z×
١۴ لذا و می�باشند Z×

١۴ گروه مولد ۵ و ٣ اعداد اخیر مثال بنابر

است. دوری گروهی Z×
n هایی n چه ازاء به که بجاست

گوییم تعریف بنابه .(a, n) = ١ و باشد صحیح عددی a و طبیعی عددی n کنیم فرض ٣.۵ تعریف

باشد. φ(n) برابر n پیمانه به a مرتبه هرگاه است n � اولیه ریشه یک a

خواص به ابتدا بخش این ادمه در نباشد. اولیه ریشه دارای است ممکن دلخواه طبیعی عدد که کنیم توجه

بخش آخر تمرینهای در است. اولیه ریشه دارای اول عدد هر می�دهیم نشان سپس و می�پردازیم مرتبه

صورت�های از یکی به n اگر تنها و اگر است اولیه ریشه دارای n که است شده ثابت واقعیت این

n = ٢, ۴, pk, ٢pk

باشد. است طبیعی عددی k و فرد اول عدد یک p آن در که

،k طبیعی عدد هر برای صورت این در باشد. h برابر n پیمانه به a مرتبه کنیم فرض ۴.۵ قضیه

.h|φ(n) به�ویژه .h|k اگر تنها و اگر ak n≡ ١

r = ٠ آن�گاه h|k اگر .٠ ≤ r < h و q, r ∈ Z آن در که k = qh+ r تقسیم بنابرالگوریتم اثبات.

نتیجه ودر

ak
n≡ aqh

n≡ (ah)q
n≡ ١q

n≡ ١

صورت این در .ak n≡ ١ کنیم فرض بالعکس

١
n≡ ak

n≡ aqh+r n≡ (ah)qar
n≡ ar



٨٢ آن خواص و عدد یک مرتبه ١.۵ §

یعنی r = ٠ � پس باشد. مثبت عددی نمی�تواند r مرتبه، تعریف بنابر لذا ar n≡ ١ و r < h چون

� .h|φ(n) لذا aφ(n) n≡ ١ اویلر قضیه بنابر به�ویژه ،h|k نتیجه در .k = qh

١٧ پیمانه به عدد هر مرتبه مثال عنوان به است. مفید بسیار عدد یک مرتبه محاسبه در قبل قضیه

مثلا است. ١۶, ٨, ۴, ٢, ١ اعداد از یکی

٢١
١٧≡ ٢, ٢٢

١٧≡ ۴, ٢۴
١٧≡ (−١), ٢٨

١٧≡ (−١)٢ = ١

همچنین است. ٨ برابر ١٧ پیمانه به ٢ مرتبه لذا

٣١
١٧≡ ٣, ٣٢

١٧≡ ٩, ٣۴
١٧≡ −۴, ٣٨

١٧≡ (−۴)٢
١٧≡ −١

یک ٣ یعنی ١۶است. برابر لذا و نیست ١, ٢, ۴, ٨ اعداد از ١٧هیچیک پیمانه به ٣ مرتبه لذا و

١٧است. پیمانه به اولیه ریشه

i, j طبیعی دوعدد هر برای صورت این در باشد. h برابر n پیمانه به a مرتبه کنیم فرض ۵.۵ قضیه

داریم
ai

n≡ aj ⇐⇒ i
h≡ j

داریم .i ≥ j کنیم فرض اثبات.

i
h≡ j ⇐⇒ i− j = qh ⇐⇒ ai = aqh+j =

(
ah
)q

aj
n≡ aj

�

n پیمانه به a, a٢, . . . , ah اعداد صورت این در باشد h برابر n پیمانه به a مرتبه اگر ۶.۵ نتیجه

یک a, a٢, . . . , aφ(n) عدد φ(n) آن�گاه باشد n اولیه ریشه یک a اگر به�ویژه اند. ناهم�نهشت دوبدو

است. n پیمانه به مانده�ها مخفف دستگاه

برابرند ترتیب به ١٧ پیمانه به ٢, ٢٢, . . . , ٢٨ اعداد ٨است. برابر ١٧ پیمانه به ٢ مرتبه ٧.۵ مثال

به ١٧ پیمانه به ٣, ٣٢, . . . , ٣١٧ اعداد است. ١٧ اولیه ریشه ٣یک عدد .٢, ۴, ٨, ١۶, ١۵, ١٣, ٩, ١ با

.٣, ٩, ١٠, ١٣, ۵, ١۵, ١١, ١۶, ١۴, ٨, ٧, ۴, ١٢, ٢, ۶, ١ با برابرند ترتیب



٨٣ آن خواص و عدد یک مرتبه ١.۵ §

طبیعی عدد هر برای .(a, n) = ١ و باشد صحیح عددی a و طبیعی عددی n کنیم فرض ٨.۵ قضیه

داریم k
on
(
ak
)
=

on(a)

(k, on(a))

.(h١, k١) = ١ و k = k١d و h = h١dصورت این در .(k, h) = dو on(a) = h فرضکنیم اثبات.

داریم .r = h١ دهیم نشان باید ،on(ak) = r کنیم فرض

(ak)h١ =
(
ak١d

)h١
=
(
ah١d

)k١
=
(
ah
)k١ n≡ ١k١ = ١

داریم r تعریف به توجه با دیگر طرف از .r|h١ داریم ۴ قضیه و r تعریف به عنایت با لذا

akr =
(
ak
)r n≡ ١

نتیجه (h١, k١) = ١� از حال .h١|k١r نتیجه ودر h١d|k١dr یعنی .h|kr داریم ۴ قضیه بنابر لذا

� می�دهد. نتیجه را حکم r|h١ رابطۀ بهمراه این .h١|r که می�شود

برای صورت این در .(a, n) = ١ و باشد صحیح a و طبیعی عددی n کنیم فرض (الف) ٩.۵ نتیجه

،k طبیعی عدد هر

on
(
ak
)
= on(a) ⇐⇒ (k, on(a)) = ١

است n اولیه ریشه یک ak عدد ،k صحیح عدد هر برای آن�گاه باشد n اولیه ریشه یک a اگر (ب)

(k, φ(n)) = ١ اگر تنها و اگر

n پیمانه به متمایز اولیه ریشه φ(φ(n)) دارای n پیمانه به آن�گاه باشد اولیه ریشه دارای n اگر (ج)

است.

هستند. قبل قضیه مستقیم نتیجه ب) ) و (الف) اثبات.

� می�شود. نتیجه ،۶ به�نتیجه توجه با (ب) (ج)از



٨۴ اولیه ریشه�ی وجود ٢.۵ §

اولیه ریشه�ی وجود ٢.۵§

را n شده داده عدد برای اولیه ریشه وجود ولی کردیم. بررسی را اولیه ریشه�های از خواصی این�جا تا

که کنید تحقیق می�توانید بسادگی مثال عنوان به ندارند. اولیه ریشه اعداد از بعضی نکرده�ایم. ثابت

داریم: واقع در ندارد. اولیه ١۵ریشه عدد

صورت�های از یکی به n اگر باشد. طبیعی عدد یک n کنیم فرض ١٠.۵ قضیه

n = ٢, ۴, pk, ٢pk فرد) و اول عددی p و طبیعی عددی k)

ندارد. اولیه ریشه n آن�گاه نباشد

می�افتد: اتفاق زیر حالت سه از یکی آن�گاه نباشد فوق صورت�های از هیچیک به n اگر اثبات.

،α ≥ ٣ یک برای n = ٢α (الف)

است، بخش�پذیر فرد اول عدد دو حداقل بر n ( (ب

است. فرد و اول عددی p و طبیعی عددی β و α ≥ ٢ آن در که n = ٢αpβ ( (ج

آن�گاه (a, ٢α) = ١ و α ≥ ٣ اگر که می�شود ثابت براحتی α روی بااستقرا (الف): حالت

a٢
α−٢ ٢α≡≡ ١

درنتیجه کنید). (ثابت

on(a) ≤ ٢α−٢ < ٢α−١ = φ(n)

نیست. n اولیه ریشه a لذا

آن در که نوشت n = n١n٢ صورت به را n می�توان حالت دو این :در (ج) و (ب) حالت�های

لذا و (a, n١) = (a, n٢) = ١ داریم آن�گاه (a, n) = ١ اگر .n٢ > ٢ و n١ > ٢ و (n١, n٢) = ١

داریم: اویلر قضیه بنابر



٨۵ اولیه ریشه�ی وجود ٢.۵ §

a

φ(n١)φ(n٢)

٢ = (aφ(n١))

φ(n٢)

٢ n١≡ ١

a

φ(n١)φ(n٢)

٢ = (aφ(n٢))

φ(n١)

٢ n٢≡ ١

φ(n٢)

٢
و φ(n١)

٢
که کنیم (توجه a

φ(n١)φ(n٢)

٢ n≡ ١ لذا n = n١n٢ و (n١, n٢) = ١ چون نتیجه در

پس اند). صحیح اعدادی

on(a) ≤
φ (n١)φ (n٢)

٢
< φ (n١)φ (n٢) = φ(n)

� نیست. n اولیه ریشه یک a لذا و

اولیه ریشه دارای اول عدد هر می�کنیم ثابت ابتدا اثبات برای است. درست نیز بالا قضیه عکس

داریم. نیاز گزاره چند اثبات به کار این برای است.

،n ≥ ١ درجه چندجمله�ای باشد. اول عددی p کنیم فرض لاگرانژ). (قضیه ١١.۵ قضیه

f(x) = a٠ + a١x+ · · ·+ an−١x
n−١ + anx

n , p - an

هم�نهشتی صورت این در می�گیریم. نظر در اند صحیح اعداد ضرایب آن در که را

(١.۵) f(x)
p
≡ ٠

دارد. p پیمانه به هم�نهشت نا جواب n حداکثر

a١x
p
≡ −a٠ � شکل به f(x) p

≡ ٠ هم�نهشتی آن�گاه n = ١ اگر می�کنیم. ثابت n روی استقرا با اثبات.

حکم کنیم فرض دارد. p پیمانه به بفرد منحصر جواب یک معادله این ،(a١, p) = ١ چون می�آید. در

باشد. درست n− ١ درجه از چندجمله�ای هر برای

جواب (١) هم�نهشتی معادله اگر می�کنیم. ثابت است n درجه از که f(x) چندجمله�ای برای را حکم

بنابر باشد. (١) هم�نهشتی جواب یک a کنیم فرض صورت این غیر در است. برقرار حکم باشد نداشته

داریم چندجمله�ای�ها، در تقسیم الگوریتم

f(x) = (x− a)q(x) + r



٨۶ اولیه ریشه�ی وجود ٢.۵ §

صحیح عدد یک r و است n − ١ درجه از و صحیح ضرایب با چندجمله�ای یک q(x) آن در که

داریم: می�باشد

٠
p
≡ f(a) = (a− a)q(a) + r = r

این در باشد. a با ناهم�نهشت و (١) جواب یک b کنیم فرض حال .f(x) p
≡ (x − a)q(x) لذا

این چون می�باشد. q(x)
p
≡ ٠ نهشتی هم جواب یک b لذا و .٠ p

≡ f(b)
p
≡ (b − a)q(b) صورت

n− ١ حداکثر b برای لذا است ناهم�نهشت جواب n− ١ دارای حداکثر استقرا فرض بنابر هم�نهشتی

� دارد. ناهم�نهشت جواب n حداکثر (١) هم�نهشتی لذا است. میسر گزینه

دقیقاً xd − ١
p
≡ ٠ هم�نهشتی صورت این در .d|p− ١ و باشد اول عددی p کنیم فرض ١٢.۵ نتیجه

دارد. هم�نهشت نا جواب d

اتحاد و xd = y دادن قرار با لذا .p− ١ = kd داریم اثبات.

yk − ١ = (y − ١)(yk−١ + yk−٢ + · · ·+ ١)

xp−١ − ١ = (xd − ١)f(x) (٢.۵)

فرما کوچک قضیه بنابر است. d(k − ١) = p − ١ − d درجه از چندجمله�ای یک f(x) آن در که

جواب�ها این از یک هر (١) بنابر دارد. ناهم�نهشت جواب p − ١ دقیقاً xp−١ − ١
p
≡ ٠ نهشتی هم

حداکثر f(x)
p
≡ ٠ چون می�باشد. f(x) p

≡ ٠ یا xd − ١
p
≡ ٠ های هم�نهشتی از یکی جواب حداقل

p− ١− (p− ١− d) = d حداقل xd − ١
p
≡ ٠ هم�نهشتی پس دارد ناهم�نهشت جواب p− ١− d

حکم لذا دارد. جواب d حداکثر هم�نهشتی این لاگرانژ قضیه بنابر طرفی از دارد. هم�نهشت نا جواب

� است. برقرار

است: زیر قضیه نتیجه p اول عدد هر برای اولیه ریشه وجود
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ناهم�نهشت عدد φ(d) دقیقاً صورت این در .d|p−١ و باشد اول عدد یک p کنیم فرض ١٣.۵ قضیه

هستند. p پیمانه�ی به d مرتبه دارای که دارد وجود p پیمانه به

کنیم فرض p− ١ از d مقسوم هر برای اثبات.

sd = {k : ١ ≤ k ≤ p− ١, op(k) = d}

لذا .∪d|p−١sd = {١, ٢, . . . , p− ١} و هستند مجزا ها sd که است ∑بدیهی
d|p−١

|sd| = p− ١

داریم گاوس قضیه بنابر .|sd| = φ(d)� که است این قضیه ∑حکم
d|p−١

φ(d) = p− ١

∑پس
d|p−١

|sd| =
∑
d|p−١

φ(d)

آن�گاه |sd| ≤ φ(d) ،d هر برای که دهیم نشان اگر لذا مثبتند اعدادی ها φ(d) و ها |sd| چون

d هر برای می�دهیم نشان بنابراین می�شود. تمام اثبات و ،d هر برای |sd| = φ(d) که می�شود نتیجه

|sd| ≤ φ(d) داریم

عدد لذا .|sd| ̸= ٠ کنیم فرض .|sd| ≤ φ(d) بدیهی به�طور ،|sd| = ٠ اگر .d|p − ١ کنیم فرض

و ناهم�نهشت دوبدو a, a٢, . . . , ad � ١٧اعداد نتیجه بنابر دارد. وجود p پیمانه به d مرتبه از a صحیح

یک sd عضو هر هستند. xd − ١
p
≡ ٠ هم�نهشتی جواب�های کلیه اعداد این لاگرانژ قضیه بنابر لذا

٩ نتیجه بنابر لذا می�باشد. a, a٢, . . . , ap اعداد از یکی لذاهم�نهشت و xd − ١
p
≡ ٠ هم�نهشتی جواب

� است. تمام اثبات و عضواست φ(n) دقیقاً دارای sd مجموعه (ب)

است. اولیه ریشه φ(p− ١) دارای p آن�گاه باشد اول عدد یک p اگر ١۴.۵ قضیه

� .d = p− ١ دهید قرار قبل قضیه در اثبات.



٨٨ اولیه ریشه�ی وجود ٢.۵ §

کرد: کامل را اولیه ریشه وجود بررسی می�توان ٢۴ قضیه کمک به

صورت�های از یکی به n اگر وتنها اگر است ریشه�اولیه دارای n > ١ عدد ١۵.۵ قضیه

n = ٢, ۴, pk, ٢pk

باشد. است، فرد و اول عددی p و طبیعی عددی k آن در که

ندارد. اولیه ریشه نباشد فوق های صورت از یکی به n اگر کردیم ثابت قبلا اثبات: خلاصه �

است. اولیه ریشه دارای n می�دهیم نشان باشد. شده داده های صورت از یکی به n کنیم فرض

است. اولیه٢ ١ریشه و ،۴ اولیه ریشه ٣ زیرا است ساده کار n = ٢, ۴ های حالت در

است. قبل قضیه همان n = p حالت �

فرد): و اول p) n = p٢ حالت �

برقرار حالت این در حکم باشد نیز pاولیه٢ ریشه یک a اگر باشد. p اولیه ریشه یک a کنیم فرض

ریشه یک a′ = a + p می�دهیم نشان صورت این در نباشد. p٢ اولیه ریشه یک a کنیم فرض است.

چون .a′h p
≡ ١ لذا و a′h

p٢

≡ ١ لذا باشد. h برابر p٢ پیمانه به a′ مرتبه کنیم فرض است. p٢ اولیه

داریم: دیگر طرف از .p− ١|h لذا op(a′) = op(a) = p− ١

(a′)p−١ p٢

≡ (a+ p)p−١ p٢

≡ ap−١ + (p− ١)pap−٢

نتیجه در ( چرا؟ ) op٢(a) = p− ١ لذا نیست p٢ اولیه ریشه یک فرض به بنا a چون

(a′)p−١ p٢

≡ ١+ (p− ١)pap−٢ ̸
p٢

≡ ١

لذا .p − ١ ̸= h و p − ١|h و h|φ(p٢) = p(p − ١) داریم .h ̸= p − ١ پس .p ̸ |a زیرا

است. p٢ اولیه ریشه�ی یک a′ یعنی (چگونه). h = p(p− ١) = φ(p٢)

فرد) اول p و k ≥ ٢) n = pk حالت �

ریشه یک a کنید ثابت k روی استقراء با باشد. p٢ اولیه ریشه�ی یک a کنیم فرض قبل حالت بنابر

می�باشد. k هر برای pk اولیه
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(k ≥ ١ و فرد اول p) n = ٢pk حالت �

غیراین�صورت (در است فرد a کرد فرض می�توان دارد. a چون اولیه�ای ریشه pk قبل حالت بنابر

� است. ٢pk اولیه ریشه a دهید نشان است) فرد که دهید قرار a+ pk عدد a به�جای

ریشه a آن�گاه باشد p٢ اولیه ریشه a اگر که می�شود مشاهده قبل قضیه در n = pk حالت اثبات در

یادداشت گزاره یک بصورت را آن مطلب این کاربردهای بدلیل هست. نیز k ≥ ٢ هر برای pk اولیه

می�کنیم:

هر برای pk اولیه ریشه a آن�گاه باشد p٢ اولیه ریشه یک a و فرد اول عدد یک p اگر ١۶.۵ گزاره

می�باشد. k ≥ ٢

است. k هر برای ۵k و ٣k اولیه ٢ریشه ١٧.۵ مثال

از است. ٩ = ٣٢ اولیه ریشه یک ٢ یعنی .o(٢)٩ = ۶ = φ(٩) داریم ساده محاسبه�ای با حل: �

دیده به�راحتی همچنین می�باشد. (k هر (برای ٣k اولیه ریشه�ی یک ٢ که می�شود نتیجه قبل گزاره�ی

می�باشد. (k هر (برای ۵k اولیه ریشه�ی درنتیجه و ٢۵ اولیه ریشه�ی ٢ لذا و o٢۵(٢) = ٢٠ که می�شود
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تمرین ٣.۵§

نیست. Fn اولیه ٢ریشه آن�گاه ،n > ١ و باشد اول Fn = ٢٢n + ١ اگر دهید نشان .١

n|φ(٢n − ١) ،n > ١ هر برای دهید نشان .٢

۶است. برابر a+ ١ مرتبه کنید ثابت ٣باشد برابر p اول عدد پیمانه به a مرتبه اگر .٣

مقسوم هر و است ۴k+١ شکل به دلخواه) n) n١+٢ عدد اول فرد علیه مقسوم هر دهید نشان .۴

است. ٨k + ١ بشکل n۴ + ١ � عدد اول فرد علیه

دارد. وجود ۴k + ١ شکل به اول عدد بینهایت دهید نشان ۴ تمرین از استفاده با .۵

عدد حال باشند شکل بدین اول اعداد همه p١, p٢, . . . , pr کنید فرض (راهنمایی:

بگیرید.) نظر در را (٢p١p٢ . . . pr)٢ + ١

.q = ٢kp+١ یا و q|a−١ کنید ثابت .q|ap−١ و باشند فرد اول عدد دو q و p فرضکنیم الف) .۶

٢kp+ ١ شکل به ٢p − ١ اول علیه�های مقسوم دهید نشان باشد فرد و اول عددی p اگر ب)

می�باشند.

بیابید. را ٢٢٩ − ١ و ٢١٧ − ١ اعداد (١ از (غیر علیه مقسوم کوچکترین ج)

بیابید. ١٧را ناهم�نهشت اولیه ریشه�های کلیه است، ١٧ اولیه ریشه ٣یک عدد اینکه از استفاده با .٧

نباشد. برقرار است ممکن نباشد اول عددی p که حالتی در لاگرانژ قضیه دهید نشان .٨

کنید. ثابت را ویلسون قضیه است، اولیه ریشه دارای p اینکه از استفاده با .٩

نیست. p اولیه ریشه aa′ کنید ثابت و a p−١
٢

p
≡ −١ کنید ثابت باشند p اولیه ریشه دو a, a′ اگر .١٠

بیابید. را ٢۶و٢۵ اولیه ریشه�های همه .١١

بیابید. دلخواه) k) ١٧k برای اولیه ریشه یک .١٢
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ل۶
ی ل قا ون دومو ی ی م

هم�نهشتی معادلات ١.۶§

آوردن بدست برای زیادی تجربیات تاکنون باشد. صحیح ضرایب با چندجمله�ای یک f(x) کنیم فرض

در این، وجود با اید. آورده بدست آنالیز و عمومی ریاضی دبیرستان، در f(x) = ٠ معادله جواب�های

اصلا کلی حالت در جواب�ها آوردن بدست باشد، دو از بیش درجه از چندجمله�ای یک f(x) که صورتی

است. دشوار کاری جواب�ها تعداد و جواب، وجود عدم یا وجود تعیین گاهی حتی نیست. آسان

صحیح ضرایب با چندجمله�ای یک f(x) آن در که ،f(x) = ٠ صورت به معادله یک اعداد نظریه در

می�زیسته میلادی سوم قرن در که است یونانی دانشمند نام (دیوفانتوس دیوفانتی یکمعادله�ی را است،

که است گویا) گاهی (و صحیح اعداد آوردن بدست دیوفانتی معادله�ی یک حل از منظور گوییم. است)

معادله�ی یک در جواب�ها آوردن بدست و جواب وجود عدم یا وجود تعیین می�کند. صدق معادله در

نتیجه در و f(a) = ٠ آن�گاه باشد معادله جواب یک a صحیح عدد اگر است. دشوار کاری دیوفانتی

داریم n طبیعی عدد هر برای

f(a)
n≡ ٠

a صحیح عدد هیچ برای f(a) n≡ ٠ هم�نهشتی که نحوی به یافت را n طبیعی عدد بتوان اگر لذا

٩٢



٩٣ هم�نهشتی معادلات ١.۶ §

ها هم�نهشتی بنابراین ندارد. جوابصحیح f(x) = ٠ معادله که گرفت نتیجه می�توان آن�گاه نباشد برقرار

می�سازد. رهنمون هم�نهشتی معادلات تعریف به مارا موضوع این کنند. کمک معادلات حل به می�توانند

به�صورت معادله یک هم�نهشتی معادله یک ١.۶ تعریف

(١.۶) f(x)
n≡ ٠

است. صحیح ضرایب با چندجمله�ای یک f(x) و طبیعی عددی n آن در که می�باشد

باشد. برقرار f(a) n≡ ٠ هم�نهشتی هرگاه گوییم (١) معادله جواب رایک a صحیح عدد

است: اثبات قابل براحتی هم�نهشتی خواص کمک به زیر لم

باشد: صحیح ضرایب با چندجمله�ای یک f(x) کنیم فرض ٢.۶ لم

.f(a) n≡ f(b) آن�گاه a n≡ b � و باشند صحیح عدد دو b و a اگر (الف)

و اگر است (١) جواب یک a،آن�گاه a n≡ b� و باشند صحیح عدد دو b و a اگر (ب)

باشد. (١) جواب یک b اگر تنها

جواب (١) آن�گاه نکند صدق (١) در {٠, ١, ٢, . . . , n− ١} اعداد از هیچیک اگر (پ)

ندارد.

� تمرین. اثبات.

،f(٠) مقدار n محاسبه با (١) جواب�های آوردن بدست که می�شود مشاهده فوق لم به توجه با

تعدادی با f(x) = ٠ صحیح جواب�های آوردن بدست حالیکه در است. میسر f(n− ١) ،. . .،f(١)

نیست. انجام قابل آزمون متناهی

x۴−١٣x٢+٢۵
٣≡ ٠ هم�نهشتی چون ندارد. جواب x۴−١٣x٢+٢۵ = ٠ معادله (الف) ٣.۶ مثال

کنید). امتحان را و٢ و١ است٠ (کافی نیست. جواب دارای
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جواب ٧x۵+ ٢١x٣− ١۴x+ ۵
٧≡ ٠ � چون ندارد. جواب ٧x۵+ ٢١x٣− ١۴x+ ۵ = ٠ معادله (ب)

٧a۵ + ٢١a٣ − ١۴a+ ۵
٧≡ ۵ ،a عددصحیح هر برای زیرا ندارد.

است. جواب دارای n هر برای f(x) n≡ ٠ آن�گاه باشد جواب دارای f(x) = ٠ اگر دیدیم ۴.۶ تبصره

باشد جواب دارای n هر برای f(x) n≡ ٠ هم�نهشتی معادله است ممکن نیست. درست مطلب این عکس

.f(x) = (x٣−٢)(x٢−۵)(x١−٢۵) فرضکنیم مثال بعنوان باشد. نداشته جواب f(x) = ٠ ومعادله

فصل)، آخر (تمرین است جواب دارای f(x) n≡ ٠ هم�نهشتی n طبیعی عدد هر برای صورت این در

ندارد. صحیح جواب f(x) = ٠ که می�شود دیده به�راحتی ولی

یک f(x) اگر که می�دارد بیان است بیرون درس این حوصله از اثباتش که عمیق نسبتاً قضیه�ای

(این دارد جواب f(x) = ٠ آن�گاه باشد جواب دارای n هر برای f(x) n≡ و٠ باشد ٢ درجه چندجمله�ای

هم�نهشتی که فصل این موضوع به مقدمه این از پس است) معروف هسه-مینکوفسکی اصل به قضیه

می�گردیم: بر است دوم درجه های

صورت به هم�نهشتی معادله یک دوم درجه هم�نهشتی یک از منظور

f(x)
n≡ ٠

عدد را پیمانه ابتدا در است ٢ درجه از و صحیح ضرایب با چندجمله�ای یک f(x) آن در که است

طبیعی عدد یک پیمانه، حالتی�که در مسأله به رسیدگی آن از وپس می�کنیم فرض p چون فردی اول

می�گیریم نظر در را زیر هم�نهشتی لذا است. راحت نسبتاً است دلخواه

f(x) = ax٢ + bx+ c
p
≡ ٠ (p ̸ |a) (٢.۶)

برای قبلا که روشی به دهید اجازه هم�نهشتی این به رسیدگی برای است. فرد و اول عددی p آن در که

معادله�ی حل

ax٢ + bx+ c = ٠ (a > ٠)

کردیم. استفاده عبارت کردن کامل مربع روش از کار این برای کنیم. نگاه گرفته�ایم یاد

٠ = ax٢ + bx+ c = a

(
x٢ + ٢

b

٢a
x+

c

a

)
= a

((
x+

b

٢a

)٢

− b٢

۴a٢
+

c

a

)
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)لذا
x+

b

٢a

)٢

=
b٢

۴a٢
− c

a
=

b٢ − ۴ac
۴a٢

پس

x+
b

٢a
=

±
√
b٢ − ۴ac
٢a

نتیجه در

x =
−b±

√
b٢ − ۴ac
٢a

معادله آن�گاه b٢ − ۴ax ̸= ٠ اگر دارد. را −b

٢a
منحصربه�فرد جواب معادله b٢ − ۴ac = ٠ اگر

اگر تنها و اگر هستند گویا و b٢ − ۴ac > ٠ اگر تنها و اگر هستند حقیقی که دارد متمایز جواب دو

اند). صحیح c و b و a که حالتی (در باشد صحیح عدد یک مربع b٢ − ۴ac

می�بریم. کار به (٢) معادله برای را کار این شبیه

.(٢, p) = پس١ است فرد p چون و است p پیمانه به a′ حسابی وارون دارای aپس (a, p) = ١ چون

باشد. p پیمانه ٢به حسابی وارون ٢′ کنیم فرض

f(x) = ax٢ + bx+ c
p
≡ ax٢ + ٢× ٢′aa′bx+ aa′c

= a
(
x٢ + ٢ (٢′a′b)x+ a′c

)
= a

(
(x+ ٢′a′b)٢ − (٢′a′b)٢ + a′c

)
اگر تنها و اگر p|f(x) لذا (a, p) = ١ چون

p
∣∣∣(x+ ٢′a′b)٢ − (٢′a′b)٢ + a′c

اگر تنها و اگر f(x) p
≡ ٠ لذا

(x+ ٢′a′b)٢
p
≡ (٢′a′b)٢ − a′c

فرض با

(٢′a′b)٢ − a′c = d , x+ ٢′a′b = y

بود: خواهد زیر بصورت فوق معادله�ی
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y٢
p
≡ d

گردد. d برابر p پیمانه به آن مربع که بیابیم چنان را y باید بنابراین

لژاندر علامت و مربعی مانده�های ٢.۶§

یک a گوییم .(a, p) = ١ و باشد صحیح عددی a و فرد اول عدد یک p کنیم فرض ۵.۶ تعریف

نامانده یک a گوییم صورت این غیر در باشد. جواب دارای x٢ p
≡ a هم�نهشتی اگر است p مربعی مانده

است. p مربعی

معادله زیرا ١١است. مربعی نامانده یک ۶ ولی ۵٢ ١١≡ ٣ زیرا ١١است مربعی مانده یک ٣ ۶.۶ مثال

امتحان را ٠, ١, ٢, . . . , ١٠ اعداد است کافی فصل ابتدای لم اساس ندارد.(بر جواب x٢ ١١≡ ۶ � هم�نهشتی

داریم کنید).

١٢
١١≡ ١٠٢

١١≡ ١

٢٢
١١≡ ٩٢

١١≡ ۴

٣٢
١١≡ ٨٢

١١≡ ٩

۴٢
١١≡ ٧٢

١١≡ ۵

۵٢
١١≡ ۶٢

١١≡ ٣

هستند. ١١ مربعی نامانده ١٠ و ٨ ،٧ ،۶ ،٢ اعداد ١١و مربعی مانده ٣ ،۵ ،٩ ،۴ ،١ اعداد لذا

هستند. نامانده نیمی، و p مربعی مانده�ی نیمی، ١, ٢, ٣, . . . , ١٠ اعداد بین از دیدیم بالا مثال در

است. درست همیشه این واقع در

مربعی مانده�ی نیمی، ١, ٢, . . . , p− ١ اعداد از آن�گاه باشد، فرد اول عدد یک p کنیم فرض ٧.۶ لم

می�باشند. p مربعی نامانده�ی نیمی، و p
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به�نحوی دارد وجود b١ صحیح عدد صورت این در باشد، p مربعی مانده�ی یک a کنیم فرض اثبات.

b٢
p
≡ b٢١

p
≡ a� لذا b p

≡ b١ صورت این در باشد. p بر b١ تقسیم باقیمانده�ی b کنیم فرض .b٢١
p
≡ a كه

p − b و b عدد دو از .١ ≤ p − b ≤ p − ١ و (p − b)٢
p
≡ b٢

p
≡ a� همچنین .١ ≤ b ≤ p − ١ و

اعداد از یکی برابر p پیمانه�ی به aپس دارد. قرار {١, ٢, . . . , p− ١
٢

} مجموعه�ی در ازآن�ها یکی دقیقاً

از عبارتند p مربعی مانده�های پس می�باشد. ١٢, ٢٢, . . . , (p− ١
٢

)٢

١٢, ٢٢, . . . ,
(
p− ١
٢

)٢

i٢
p
≡ j٢

p
≡ c و ١ ≤ i < j ≤ p− ١

٢
اگر زیرا ناهم�نهشتند، p پیمانه�ی به دو به دو اعداد این طرفی از

داریم و (p− i)٢
p
≡ (p− j)٢

p
≡ c آن�گاه

١ ≤ i < j < p− j < p− i ≤ p− ١

x٢ − c
p
≡ ٠ هم�نهشتی معادله�ی برای ناهم�نهشت جواب چهار p − i و p − j ،j ،i اعداد لذا

فرض لذا دارد. ناهم�نهشت جواب دو حداکثر x٢− c
p
≡ ٠ معادله�ی لاگرانژ قضیه�ی بنابر اما می�باشند.

نیست. درست خلف

پیمانه�ی (به متمایز و p� مربعی مانده�های کلیه�ی (p پیمانه�ی (به ١٢, ٢٢, . . . ,
(
p− ١
٢

)٢

اعداد پس

� .p− ١
٢

با است برابر p پیمانه�ی به ،p مربعی مانده�های تعداد پس هستند. (p

اعداد که ١٢, ٢٢, ٣٢, ۴٢, ۵٢, ۶٢, ٧٢, ٨٢ از عبارتند ١٧ مربعی مانده�های ٨.۶ مثال

می�باشند. ١, ۴, ٩, ١۶, ٨, ٢, ١۵, ١٣

می�کنیم تعریف .(a, p) = ١ و باشد صحیح عددی a و فرد اول عدد یک p کنیم فرض ٩.۶ )تعریف
a

p

)
=

{
١ است. p مربعی مانده�ی a اگر
−١ نیست. p مربعی مانده�ی a اگر

گوییم. p پیمانه�ی به a لژاندر علامت را
(
a

p

)
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کنیم تبدیل x٢ p
≡ a شکل به توانستیم را p پیمانه�ی به دوم درجه�ی هم�نهشتی معادله�ی هر ١٠.۶ تبصره

را ١٢, ٢٢, . . . , (p− ١
٢

)٢ اعداد است کافی خیر یا دارد جواب معادله این آیا ببینیم اینکه برای دیدیم و

وقت�گیر کاری محاسبه تعداد این باشد، بزرگی عدد p اگر این�که وجود با نماییم. محاسبه p پیمانه�ی به

چه اینکه تعیین برای کارآمد روشی فصل این ادامه�ی در است. مناسب زمان در (ناکارآمد) وغیرعملی

این که نهایی نتیجه�ی می�نماییم. ارائه لژاندر) علامت تعیین برای (یعنی است p مربعی مانده�ی a وقت

است. شده خلاصه مربعی تقابل قانون در می�نماید ارائه را کارآمد روش

می�دهد: نتیجه را لژاندر علامت از زیادی خواص زیر محک

،(a, p) = ١ و باشد صحیح عددی a و فرد اول عدد یک p کنیم فرض اویلر). (محک ١١.۶ قضیه

صورت این )در
a

p

)
=

{
١ a

p−١
٢

p
≡ ١

−١ a
p−١
٢

p
≡ −١

لذا ap−١ p
≡ ١ فرما کوچک قضیه�ی بنابر که کنیم توجه ابتدا اثبات.

p
∣∣(ap−١ − ١

)
=
(
a

p−١
٢ − ١

)(
a

p−١
٢ + ١

)
a

p−١
٢

p
≡ ١ پس چرا؟) دو، هر نه (و p|a p−١

٢ + ١ یا p|a
p−١
٢ − ١ لذا است اول عددی p چون و

وجود b صحیح عدد پس است. p مربعی مانده یک a پس .
(
a

p

)
= ١ کنیم فرض .a p−١

٢
p
≡ −١ یا

داریم فرما کوچک قضیه�ی بنابر لذا (چرا؟) (b, p) = ١ داریم .b٢ p
≡ a� كه به�نحوی دارد

١
p
≡ bp−١ p

≡ a
p−١
٢

فرض است. اولیه ریشه�ی یک دارای اول عدد هر کردیم ثابت .a p−١
٢

p
≡ ١ کنیم فرض برعکس

مانده�ها مخفف دستگاه یک r, r٢, . . . , rp−١ و (a, p) = ١ چون باشد. p اولیه�ی ریشه�ی یک r کنیم

لذا (١ ≤ k ≤ p− ١ یک (برای a p
≡ rk لذا است p پیمانه�ی به

١
p
≡ a

p−١
٢

p
≡
(
rk
) p−١

٢ = rk (
p−١
٢ )
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k(
p− ١
٢

) = t(p−١) یعنی p−١
∣∣∣∣k (p− ١

٢

)
لذا است p−١ برابر pپیمانه�ی به r مرتبه�ی چون

rt لذا .a p
≡ rk

p
≡ (rt)٢ لذا k = ٢t � پس k (p− ١) = ٢t(p− ١) پس .(t صحیح عدد یک (برای

� .
(
a

p

)
= ١ پس است. p مربعی مانده�ی یک a پس می�کند. صدق x٢ p

≡ a هم�نهشتی در

اویلر محک بنابر ١٢.۶ )مثال
−١
p

)
=


١ (−١)

p−١
٢

p
≡ ١

−١ (−١)
p−١
٢

p
≡ −١

است. −٢ یا ٠ برابر (−١)
p−١
٢ − ١ عدد اما ،p|(−١)

p−١
٢ − ١ اگر تنها و اگر (−١)

p−١
٢

p
≡ ١ اما

یعنی p− ١
٢

= ٢k پس (−١)
p−١
٢ = ١ یعنی (−١)

p−١
٢ − ١ = ٠ � لذا p - ٢ پس است فرد p چون

لذا و p− ١ = ۴k

p
۴≡ ١

معادله�ی گفتیم کرده�ایم. ثابت قبلا یکبار را مطلب این .p ۴≡ ١ اگر تنها و اگر
(
−١
p

)
= ١ پس

.p ۴≡ ١ اگر تنها و اگر است جواب دارای x٢ p
≡ −١

است: شده خلاصه زیر لم در لژاندر علامت خواص برخی

در .(a, p) = (b, p) = ١ و باشند صحیح عدد دو b و a و فرد اول عدد یک p کنیم فرض ١٣.۶ لم

صورت این

.
(
a

p

)
=

(
b

p

)
آن�گاه a p

≡ b اگر (الف)

.
(
a

p

)
p
≡ a

p−١
٢ (ب)

.
(
ab

p

)
=

(
a

p

)(
b

p

)
(ج)

اثبات.

.
(
b

p

)
= ١ اگر تنها و اگر

(
a

p

)
= ١ لذا بالعکس. و c٢ p

≡ b لذا a p
≡ b چون c٢

p
≡ a اگر .١
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است. اویلر محک همان .٢

داریم بنابر(ب) .٣(
ab

p

)
p
≡ (ab)

p−١
٢

p
≡ a

p−١
٢ b

p−١
٢

p
≡
(
a

p

)(
b

p

)
لذا

p

∣∣∣∣ (ab

p

)
−
(
a

p

)(
b

p

)
(
ab

p

)
−
(
a

p

)(
b

p

)
= ٠ لذا است فرد p چون .

(
ab

p

)
−
(
a

p

)(
b

p

)
= ٠ یا ٢ داریم

.
(
ab

p

)
=

(
a

p

)(
b

p

)
= ٠ پس

�

داریم ٧۶ ٢٩≡ ١٨ چون است؟ جواب دارای x٢ ٢٩≡ −٧۶ هم�نهشتی آیا � ١۴.۶ مثال

(
−٧۶
٢٩

)
=

(
−١
٢٩

)(
٧۶
٢٩

)
=

(
−١
٢٩

)(
١٨
٢٩

)
=

(
−١
٢٩

)(
٣٢ × ٢
٢٩

)
=

(
−١
٢٩

)(
٣
٢٩

)٢( ٢
٢٩

)
=

(
٢
٢٩

)

هم�نهشتی اگر وتنها اگر است جواب دارای فوق هم�نهشتی بنابراین .(−١
٢٩

) = ١ لذا و ٢٩ ۴≡ ١ زیرا

اما باشد. جواب دارای x٢ ٢٩≡ ٢

٢
١−٢٩
٢ = ٢١۴ = ٢۵ × ٢۵ × ٢۴ = ٣٢× ٣٢× ١۶

٢٩≡ ٣××٣× ١۶

٢٩≡ ٣× ۴٨
٢٩≡ ٣× ١٩

٢٩≡ ۵٧
٢٩≡ −١

x٢ ٢٩≡ −٧۶ � هم�نهشتی پس ( ٢
٢٩

) = −١ یعنی است. مربعی نامانده�ی یک ٢ اویلر محک بنابر لذا

ندارد. جواب



١٠١ مربعی تقابل قانون ٣.۶ §

مربعی تقابل قانون ٣.۶§

ارائه لژاندر علامت محاسبه�ی برای کارآمد روش که مربعی تقابل قانون اثبات و بیان به بخش، این در

یکی اینجا در ما است. شده ارائه قضیه این برای تاکنون فراوانی اثبات�های می�دهیم. ارائه می�نماید،

لم چند به ابتدا می�نماییم. ارائه نیست، متکی اعداد نظریه در پیشرفته مطالب به که را اثبات�ها این از

داریم: نیاز

و (a, p) = ١ و باشد صحیح عددی a و فرد اول عدد یک p کنیم فرض گاوس). (لم ١۵.۶ قضیه

از p بر آن�ها تقسیم باقیمانده�ی که باشد A = {a, ٢a, . . . , p− ١
٢

a} مجموعه�ی از اعدادی تعداد λ

صورت این در است. بیشتر p− ١
٢(

a

p

)
= (−١)λ

کنیم. استفاده مثال یک در (a
p
) محاسبه�ی در آن از گاوس، لم اثبات از قبل دهید اجازه

.( ۵
١٧

) محاسبه�ی مطلوبست ١۶.۶ مثال

A اعضای تقسیم باقیمانده�های A = {۵, ١٠, ١۵, ٢٠, ٢۵, ٣٠, ٣۵, ۴٠} لذا و p− ١
٢

= ٨ داریم حل. �

(
۵
١٧

) = (−١)٣ = پس١− .λ = ٣ این�جا در لذا .۵, ١٠, ١۵, ٣, ٨, ١٣, ١, ۶ از عبارتند ترتیب به p بر

a, ٢a, . . . ,
p− ١
٢

a� اعداد تقسیم باقیمانده�های ترتیب به r١, r٢, . . . , r p−١
٢
فرضکنیم گاوس) (لم � اثبات.

کنیم فرض .١ ≤ ri ≤ p− ١ داریم ١ ≤ i ≤ p− ١
٢

� هر برای و (چرا؟) متمایزند ها ri باشند، p بر

A١ =

{
ri : ١ ≤ i ≤ p− ١

٢
, ri ≤

p− ١
٢

}
A٢ =

{
ri : ١ ≤ i ≤ p− ١

٢
, ri >

p− ١
٢

}

مجدد نام�گذاری با λ + µ =
p− ١
٢

پس .|A١| = µ گیریم .|A٢| = λ داریم λ تعریف به توجه با

گیریم
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A١ = {t١, t٢, . . . , tµ}

و
A٢ = {s١, s٢, . . . , sλ} .

گیریم

B = {t١, t٢, . . . , tµ, p− s١, p− s٢, . . . , p− sλ}

λ+µ =
p− ١
٢

� دارای B اما .B ⊆
{
١, ٢, . . . ,

p− ١
٢

}
که می�شود نتیجه A٢ و A١ تعریف از

پس کنید). (ثابت می�باشد متمایز عضو

B =

{
١, ٢, . . . ,

p− ١
٢

}
.

داریم حال

(a) (٢a) (٣a) . . .
(
p− ١
٢

a

)
p
≡ r١r٢ . . . r p−١

٢

p
≡ t١t٢ . . . tµs١s٢ . . . sλ

لذا

a
p−١
٢

((
p− ١
٢

)
!

)
p
≡ t١t٢ . . . tµs١s٢ . . . sλ (٣.۶)

می�شود نتیجه B = {١, ٢, . . . , p− ١
٢

} تساوی از طرفی )از
p− ١
٢

)
! = t١t٢ . . . tµ (p− s١) (p− s٢) . . . (p− sλ)

p
≡ (−١)λt١t٢ . . . tµs١s٢ . . . sλ

پس .p− si
p
≡ −si چون

t١t٢ . . . tµs١s٢ . . . sλ
p
≡ (−١)λ

((
p− ١
٢

)
!

)
می�شود نتیجه (٣) رابطه�ی و تساوی این از

a
p−١
٢

((
p− ١
٢

)
!

)
p
≡ (−١)λ

((
p− ١
٢

)
!

)
داریم بالا تساوی از لذا

((
p− ١
٢

)
!, p

)
= ١ چون

a
p−١
٢

p
≡ (−١)λ

می�شود نتیجه اویلر محک از )اکنون
a

p

)
p
≡ (−١)λ

می�شود نتیجه هم�نهشتی این از p بودن فرد به توجه با
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(
a

p

)
= (−١)λ

�

این�جا در گاوس لم علامات با می�کنیم. محاسبه p اول عدد برای را
(
٢
p

)
گاوس لم کمک به اکنون

(a = ٢ (برای داریم

A = {٢, ۴, ۶, . . . , p− ١} =

{
٢k : ١ ≤ k ≤ p− ١

٢

}
در لذا هستند. p بر خود تقسیم باقی�مانده�ی خود همگی لذا هستند p از کمتر همگی A اعضای چون

آن در که است A٢ مجموعه�ی اعداد تعداد λ آن در که (٢
p
) = (−١)λ � این�جا

A٢ =

{
٢k : ٢k >

p− ١
٢

, ١ ≤ k ≤ p− ١
٢

}
λ =

p− ١
٢

−
[
p− ١
۴

]
لذا p− ١

۴
< k ≤ p− ١

٢
شرط با صحیح های k تعداد با است برابر λپس

را
(
a

p

)
مقدار λ بودن فرد یا زوج دانستن که کنیم توجه است. صحیح جزء بزرگترین تابع [ ] آن در که

کنیم توجه می�گیریم. نظر در را ٨ پیمانه�ی به p مختلف حالات λ زوجیت تعیین برای می�کند. محاسبه

است. ٧ یا ١،٣،۵ اعداد از یکی هم�نهشت p عدد ٨ پیمانه�ی به لذا است فرد p چون که

λ =
٨k
٢

−
[
٨k
۴

]
= ٢k p = ٨k + ١ حالت در

λ =
٨k + ٢

٢
−
[
٨k + ٢

۴

]
= ۴k + ١− ٢k = ٢k + ١ p = ٨k + ٣ حالت در

λ =
٨k + ۴

٢
−
[
٨k + ۴

۴

]
= ۴k + ٢− (٢k + ١) = ٢k + ١ p = ٨k + ۵ حالت در

λ =
٨k + ۶

٢
−
[
٨k + ۶

۴

]
= ۴k + ٣− (٢k + ١) = ٢k + ٢ p = ٨k + ٧ حالت در

کردیم: ثابت پس است. فرد λ سوم و دوم حالات در و زوج λ چهارم و اول حالت در
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داریم p فرد اول عدد هر برای ١٧.۶ )قضیه
٢
p

)
=

{
١ p

٨≡ ±١
−١ p

٨≡ ±٣(
٢
p

)
= (−١)

p١−٢
٨ دیگر عبارت به

صورت این در p ̸ |a که باشد فردی صحیح عدد a و فرد اول عدد یک p کنیم فرض ١٨.۶ لم

(
a

p

)
= (−١)

(p−١)/٢∑
k=١

[
ka

p

]

١ ≤ k ≤ p− ١
٢

� هر برای تقسیم الگوریتم بنابر S =

{
a, ٢ a, . . . , (

p− ١
٢

)a

}
فرضکنیم اثبات.

نوشت می�توان

ka = qk p+ rk

پس (rk
p

< ١ (چون
[
ka

p

]
= qk نتیجه در و

ka

p
= qk +

rk
p
لذا

ka =

[
ka

p

]
p+ rk (۴.۶)

که می�شود دیده به�راحتی گاوس لم اثبات در علامات به توجه }با
r١, r٢, . . . , r p−١

٢

}
= {t١, t٢, . . . , tµ, s١, s٢, . . . , sλ}

که می�شود نتیجه (۴) رابطه�ی و تساوی این از
(p−١)/٢∑
k=١

ka =

(p−١)/٢∑
k=١

[
ka

p

]
p+

µ∑
k=١

tk +
λ∑

k=١

sk (۵.۶)

.

{
١, ٢, . . . ,

p− ١
٢

}
= {t١, t٢, . . . , tµ, p− s١, p− s٢, . . . , p− sλ} دیدیم گاوس لم اثبات در

لذا
(p−١)/٢∑
k=١

k =

µ∑
k=١

tk +
λ∑

k=١

(p− sk) = λ p+

µ∑
k=١

tk −
λ∑

k=١

sk (٣)

داریم: کنیم کم (٢) از را (٣) رابطه�ی اگر



١٠۵ مربعی تقابل قانون ٣.۶ §

(a− ١)
(p−١)/٢∑
k=١

k = p

(p−١)/٢∑
k=١

[
ka

p

]
− λ

+ ٢
λ∑

k=١

sk

است. زوج
(p−١)/٢∑
k=١

[
ka

p

]
−λ که می�شود نتیجه اخیر رابطه�ی از فرض)، به (بنا است فرد a چون

گاوس لم بنابر )لذا
a

p

)
= (−١)λ = (−١)

∑(p−١)/٢
k=١ [ kap ]

�

آن�گاه باشند متمایز فرد اول عدد دو q و p اگر مربعی). تقابل (قانون ١٩.۶ )قضیه
q

p

)
= (−١)

p−١
٢ × q−١

٢

(
p

q

)

دیگر عبارت به

(
q

p

)
=



(
p

q

)
p

۴≡ ١ or q
۴≡ ١

−
(
p

q

)
p

۴≡ q
۴≡ ٣

بگیرید درنظر xy صفحه�ی در را زیر مستطیل اثبات.
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مثلث داخل ناحیه�ی T٢ و پایینی مثلث داخل ناحیه�ی T١ مستطیل، داخل ناحیه�ی T کنیم فرض

باشد. فوق ناحیه�ی سه در ترتیب به صحیح مختصات با نقاط تعداد t٢, t١, t کنیم فرض و باشد بالایی

داریم راحتی به اولا

t =

(
p− ١
٢

) (
q − ١
٢

)
[
kq

p

]
� با است برابر T١ داخل در و (k, ٠) نقطه�ی بالای نقاط تعداد ١ ≤ k ≤ p− ١

٢
هر برای

پس

t١ =

(p−١)/٢∑
k=١

[
kq

p

]
T٢ داخل در و (٠, l) نقطه�ی از شده رسم افقی خط روی نقاط تعداد ١ ≤ l ≤ q − ١

٢
هر برای

پس .
[
lp

q

]
با است برابر

t٢ =

(q−١)/٢∑
l=١

[
lp

q

]
با حال t = t١ + t٢ لذا (چرا؟) نیست مستطیل قطر روی صحیح مختصات با نقطه�ای هیچ چون

داریم قبل لم از )استفاده
q

p

) (
p

q

)
= (−١)t١ × (−١)t٢ = (−١)t١+t٢ = (−١)t = (−١)

p−١
٢

q−١
٢

)لذا
q

p

)
= (−١)

p−١
٢

q−١
٢

(
p

q

)
�

است؟ جواب دارای x٢ ٨۵٣≡≡ ۵٢٧ هم�نهشتی آیا (الف) � ٢٠.۶ مثال

لذا .۵٢٧ ٣١≡≡ ١٧× ٣١ و است اول عددی ٨۵٣ که کنیم توجه

(
۵٢٧
٨۵٣

)
=

(
١٧
٨۵٣

) (
٣١
٨۵٣

)
(

١٧
٨۵٣

)
= (−١)

١−١٧
٢

٨۵١−٣
٢

(
٨۵٣
١٧

)
=

(
٣
١٧

)
=

(
١٧
٣

)
=

(
٢
٣

)
= −١(

٣١
٨۵٣

)
= (−١)

١−٣١
٢

٨۵١−٣
٢

(
٨۵٣
٣١

)
=

(
١۶
٣١

)
=

(
٢
٣١

)۴

= ١
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ندارد. جواب شده داده هم�نهشتی یعنی .(۵٢٧
٨۵٣

) = (−١) (١) = (−١) لذا

است؟ جواب دارای x٢ ٨۵٩≡≡ ٣١ هم�نهشتی آیا (ب) �(
٣١
٨۵٩

)
= −

(
٨۵٩
٣١

)
= −

(
٢٢
٣١

)
= −

(
٢
٣١

) (
١١
٣١

)
= −(١)

(
١١
٣١

)
= −(−١)

(
٣١
١١

)
=

(
٣١
١١

)
=

(
٩
١١

)
=

(
٣
١١

)٢

= ١

دارد. جواب شده داده هم�نهشتی یعنی .
(

٣١
٨۵٩

)
= ١ لذا

غیراول پیمانه به دوم درجه هم�نهشتی�های ۴.۶§

در .p - a و باشد طبیعی عددی n و صحیح عددی a و فرد اول عدد یک p کنیم فرض ٢١.۶ قضیه

.
(
a

p

)
= ١ اگر تنها و اگر است جواب دارای x٢ pn

≡ a� هم�نهشتی صورت این

جواب یک b آن�گاه باشد، b چون جوابی دارای x٢ pn

≡≡ a هم�نهشتی اگر که است بدیهی اثبات.

.
(
a

p

)
= ١ لذا و هست نیز x٢ p

≡ a � هم�نهشتی

می�کنیم ثابت استقرا با دارد. جواب x٢ p
≡ a هم�نهشتی لذا .

(
a

p

)
= ١ کنیم فرض �برعکس.

هم�نهشتی

x٢ pn

≡≡ a (۶.۶)

کنیم فرض است. برقرار حکم (
a

p
) تعریف به عنایت با n = ١ اگر دارد. جواب n ≥ ١ هر برای

دارای x٢ pk+١

≡≡ a معادله�ی می�دهیم نشان است، xk مانند جوابی دارای x٢ pk

≡≡ a معادله�ی و k ≥ ١ �

لذا و .pk|x٢
k − a فرض به عنایت با است. جواب

x٢
k = a+ bkp

k

به ) yk � مانند فردی به منحصر جواب دارای ٢ xky
p
≡ −bk هم�نهشتی .bk صحیح عدد یک برای

داریم .xk+١ = xk + ykp
k می�دهیم است،قرار ( p پیمانه�ی
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x٢
k+١=

(
xk + yk p

k
)٢
=a+ bkp

k + ٢xkykp
k + y٢kp

٢k=a+ (bk + ٢xkyk) p
k + y٢kp

٢k pk+١

≡≡ a

� است. x٢ pk+١

≡≡ a جواب یک xk+١ پس .p|bk + ٢xkyk چون

x٢ pk

≡≡ a � معادله�ی جواب می�توان x٢ p
≡ aمعادله�ی برای جواب داشتن با که دیدیم بالا قضیه�ی اثبات در

که دارد وجود مختلفی الگوریتم�های وجود، صورت در x٢ p
≡ a جواب کردن پیدا برای آورد. بدست را

است. بیرون نوشتار این حوصله�ی از

آورید. بدست آن�را جواب یک است. جواب دارای x٢ ١٣٣١≡≡ ٧۵ هم�نهشتی دهید نشان ٢٢.۶ مثال

داریم و ١٣٣١ = ١١٣ که کنیم )توجه
٧۵
١١

)
=

(
٩
١١

)
=

(
٣
١١

)٢

= ١

یک قبل قضیه اثبات به توجه با است. جواب دارای شده داده هم�نهشتی قبل، قضیه�ی بنابر لذا

.x٢
١

١١≡≡ ٧۵ داریم x١ = ٣ بافرض می�آوریم. به�دست جواب

x٢
١ = ٩ = ٧۵− ۶× ١١

لذا و y١ = ١ � گیریم لذا می�آید. در ۶ y ١١≡≡ ۶ شکل به ٢ x١ y
p
≡ −b١ هم�نهشتی .b١ = −۶ لذا

x٢ = x١ + y١ p = ٣+ (+١) (١١) = ١۴

حال می�باشد. x٢ ١١٢≡≡ ٧۵ هم�نهشتی برای جوابی x٢ = ١۴�

x٢
٢ = ١٩۶ = ٧۵+ ١× ١١٢

لذا و y٢ = −٢ � گیریم لذا می�آید. در ۶ y ١١≡≡ −١ شکل به ٢x٢ y
p
≡ −b هم�نهشتی .b٢ = ١ لذا

x٣ = x٢ + y٢p
٢ = ١۴+ (−٢) (١٢١) = −٢٢٨

می�باشد. x٢ ١٣٣١≡≡ ٧۵ جواب یک x٣ = −٢٢٨ نتیجه در

p که زمانی برای را x٢ pk

≡≡ a معادله�ی برای جواب وجود قبل قضیه�ی همراه به مربعی تقابل قانون
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داریم. را زیر قضیه�ی p = ٢ برای می�کند. بررسی باشد فرد اول عدد یک

صورت این در باشد. فرد عدد یک a کنیم فرض ٢٣.۶ قضیه

دارد. جواب همواره x٢ p
≡ a (الف) �

a
۴≡ ١ که دارد جواب وقتی فقط و فقط x٢ ۴≡ a (ب) �

a
٨≡ ١ که دارد جواب وقتی فقط و فقط ،k ≥ ٣ ،x٢ ٢k≡≡ a (ج) �

� تمرین. اثبات.

هم�نهشتی برای جواب وجود بررسی بالا قضیه�ی چند کمک با

x٢ n≡ a (a, n) = ١

داریم واقع در است، میسر

این در باشد. اول عوامل به n استانده تجزیه�ی n = pα١
١ pα٢

٢ . . . pαr
r کنیم فرض ٢۴.۶ قضیه

هم�نهشتی�های از یک هر اگر تنها و اگر است جواب دارای ،(a, n) = ١ ،x٢ n≡ a هم�نهشتی صورت

باشد. جواب دارای ،١ ≤ i ≤ r ،x٢ p
αi
i≡≡ a

هر برای ،x٢ p
αi
i≡≡ a معادله�ی جواب یک b وضوح به باشد، x٢ n≡ a جواب یک b اگر اثبات.

هست. نیز ،١ ≤ i ≤ r

قضیه�ی بنابر آن�گاه باشد، x٢ p
αi
i≡≡ a هم�نهشتی جواب یک bi ،١ ≤ i ≤ r ،i هر برای اگر �برعکس،

هر برای حال .b
p
αi
i≡≡ bi � ،١ ≤ i ≤ r ،i هر برای که آورد بدست چنان را b می�توان چینی باقی�مانده

داریم ،١ ≤ i ≤ r ،i

b٢
p
αi
i≡≡ b٢i

p
αi
i≡≡ a

است. تمام اثبات و b٢ n≡ a یعنی ،n|b٢ − a بنابراین و pαi
i |b٢ − a ،١ ≤ i ≤ r ،i هر برای لذا
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�



١١١ تمرین ۵.۶ §

تمرین ۵.۶§

است. p نامانده�ی یک p اولیه�ی ریشه�ی هر دهید نشان .١

p−١∑
a=١

(
a

p

)
= ٠ ،p اول عدد هر برای دهید نشان .٢

دارد. وجود ۴k + ١ شکل به اول عدد بینهایت دهید نشان .٣

N = عدد حال p١, p٢, . . . , pk از باشند عبارت و متناهی آن�ها تعداد کنید فرض (راهنمایی:

بگیرید) نظر در را (۴p١p٢ . . . pk)٢ + ١

دارد. وجود ٨k − ١ شکل به اول عدد بی�نهایت دهید نشان .۴

بگیرید.) نظر در را N = (۴p١p٢ . . . pk)٢ − ٢ عدد (راهنمایی:

اولیه�ی ریشه�ی یک (−١)
p−١
٢ ٢ کنید ثابت باشند. فرد اول عدد دو q = ٢p+١ و p کنیم فرض .۵

است. q

است. p اولیه�ی ریشه�ی یک p نامانده�ی هر دهید نشان باشد، اول p = ٢k + ١ اگر .۶

را ١٩ اولیه�ی ریشه�های کلیه�ی آن از استفاده با و است ١٩ اولیه�ی ریشه�ی یک ٢ دهید نشان .٧

بیابید.

صحیح جواب x٢ + py + a = ٠ معادله�ی دهید نشان باشد، فرد اول عدد یک p کنیم فرض .٨

.
(
−a

p

)
= ١ اگر تنها و اگر دارد

دارد؟ جواب x٢ + ٧٩x+ ٢ = ٠ و x٢ + ٧٩x− ٢ = ٠ معادلات از کدام�یک .٩

نیست. اولیه ریشه�ی ٢ دهید نشان باشد، اول و ١٣ ̸= p = ٣× ٢n + ١ اگر .١٠

p−٢∑
a=١

(
a(a+ ١)

p

)
= −١ کنید ثابت باشد فرد اول عدد یک p اگر .١١

( کنید. استفاده p پیمانه�ی به a حسابی وارون از راهنمایی: )�
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است. q اولیه�ی ریشه�ی −۴ کنید ثابت باشند، فرد اول q = ٢ p+ ١ و p اگر .١٢

دهید نشان لژاندر علامت کمک به است. اول n و a = ٢ باشد اول an − ١ اگر دیدیم قبلا .١٣

نیست. اول n = ١١, ٢٣, ٨٣, ٢۵١ اول اعداد برای ٢n − ١

دارد. وجود ٨k + ٣ شکل به اول عدد بی�نهایت دهید نشان .١۴

دارد. وجود ۵k − ١ شکل به اول عدد بی�نهایت دهید نشان .١۵

کنید. حل را x٢ ٣۵≡≡ ١١ هم�نهشتی .١۶

.
(
a

p

)
=

(
a

q

)
کنید ثابت .p = q + ۴a و باشند فرد اول عدد دو q و p کنیم فرض .١٧

کنید: محاسبه .١٨(
−٢١٩
٣٨٣

)
( )(الف

۴۶١
٧٧٣

)
)(ب)

٣۶۵٨
١٢٧٠٣

)
(پ)

هم�نهشتی ولی ندارد صحیح جواب (x٢ − ٣) (x٢ − ۵) (x٢ − ١۵) = ٠ معادله�ی دهید نشان .١٩

دارد. جواب p هر برای (x٢ − ٣) (x٢ − ۵) (x٢ − ١۵)
p
≡ ٠

.(١٨٠ پیمانه�ی به ناهم�نهشت (جواب�های آورید بدست را x٢ ١٨٠≡≡ −١١ جواب�های کلیه�ی .٢٠
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ل۷
سسل ی ر

تقریب این در است. مهم بسیار ریاضی محاسبات در گویا، اعداد توسط حقیقی عدد یک تقریب

باشد. کم ممکن حد تا شده انتخاب گویای عدد مخرج و صورت در ارقام تعداد که است آن مطلوب

میل x� عدد سمت به که می�دهد به�دست گویا اعداد از دنباله یک ،x حقیقی عدد یک اعشاری بسط

دنباله�ی و
√
٢ = ١/۴١۴٢١٣۵۶٢ · · · اعشاری بسط درواقع، می�کند.

١,
١۴
١٠

,
١۴١
١٠٠

,
١۴١۴
١٠٠٠

, . . .

است.
√
٢ به همگرا که می�نماید معرفی را

از بسیاری در همگراست. x به که می�نماید معرفی را گویا اعداد از دیگری دنباله�ی x مسلسل کسر

دارند. بالا) تعبیر (به بیشتری مطلوبیت دنباله این در شده معرفی گویای اعداد موارد

١١۴
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متناهی مسلسل کسرهای ١.٧§

است زیر شکل به عددی متناهی مسلسل کسر یک از منظور

a٠ +
١

a١ +
١

a٢ +
١

. . .
+

١

an−١ +
١
an

کسر جزئی مخرج�های را (i ≥ ١) aiها .ai > ٠ ،i ≥ ١ برای و حقیقی�اند اعداد aiها آن در که

کسر می�گوییم. متناهی ساده مسلسل کسر یک را کسر باشند صحیح ها ai اگر می�گوییم. � مسلسل

می�دهیم. نمایش [a٠; a١, . . . , an]� با را فوق متناهی مسلسل

مثال عنوان به گویاست. عدد یک برابر متناهی ساده�ی مسلسل کسر هر که است واضح

[٢; ٣, ١, ۵, ٢] = ٢+
١

٣+
١

١+
١

۵+
١
٢

= ٢+
١

٣+
١

١+
٢
١١

= ٢+
١

٣+
١١
١٣

= ٢+
١٣
۵٠

=
١١٣
۵٠

است: برقرار نیز مطلب این عکس

نوشت. متناهی ساده�ی مسلسل کسر یک صورت به می�توان را گویا عدد هر ١.٧ قضیه

داریم متوالی تقسیمات با باشد. گویا عدد یک ،b > ٠ ،a
b
کنیم فرض اثبات.

a = a٠b+ r١ ٠ 6 r١ < b
b = a١r١ + r٢ ٠ 6 r٢ < r١
r١ = a٢r٢ + r٣ ٠ 6 r٣ < r٢
... ... ...
rn−٢ = an−١rn−١ + rn ٠ 6 rn < rn−١
rn−١ = anrn + ٠
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داریم لذا

a

b
= a٠ +

r١
b

= a٠ +
١
b

r١

= a٠ +
١

a١ +
r٢
r١

= a٠ +
١

a١ +
١
r١
r٢

= a٠ +
١

a١ +
١

a٢ +
r٣
r٢

= a٠ +
١

a١ +
١

a٢ +
١
. . .

� a

b
= [a٠; a١, . . . , an] یعنی

داریم آن�گاه ،a
b
=

١١٣
۵٠

اگر ٢.٧ مثال
١١٣ = ٢× ۵٠+ ١٣ −→ a٠ = ٢
۵٠ = ٣× ١٣+ ١١ −→ a١ = ٣
١٣ = ١× ١١+ ٢ −→ a٢ = ١
١١ = ۵× ٢+ ١ −→ a٣ = ۵
٢ = ٢× ١+ ٠ −→ a۴ = ٢

.١١٣
۵٠

= [٢; ٣, ١, ۵, ٢] لذا

an = ١ � گر ا و [a٠; a١, . . . , an] = [a٠, a١, . . . , an − ١, ١] آن�گاه ،an ̸= ١ اگر که می�کنیم توجه

.[a٠; a١, . . . , an] = [a٠, a١, . . . , an−١ + ١] آن�گاه

است. فرد n دیگری در و زوج n یکی در که است نمایش دو دارای متناهی ساده�ی مسلسل کسر هر لذا

می�شود. تعریف زیر صورت به فیبوناچی اعداد از {un}∞n=١ دنباله�ی ٣.٧ مثال

u١ = ١ , u٢ = ١ , un = un−١ + un−٢ , n ≥ ٣

لذا
un+١

un

= [١, ١, ١ . . . , ١, ٢︸ ︷︷ ︸
جمله n− ١

] = [١, ١, ١ . . . , ١, ١︸ ︷︷ ︸
جمله n

]



١١٧ متناهی مسلسل کسرهای ١.٧ §

به را α ام k همگرای ،٠ ≤ k ≤ n ،k هر برای آن�گاه ،α = [a٠; a١, a٢, . . . , an] اگر ۴.٧ تعریف

می�کنیم: تعریف زیر صورت

ck = [a٠; a١, a٢, . . . , ak]

لذا .α =
١١٣
۵٠

= [٢; ٣, ١, ۵, ٢] دیدیم قبلا ۵.٧ مثال
c٠ = ٢

c١ = [٢; ٣] = ٢+
١
٣
=

٧
٣

c٢ = [٢; ٣, ١] = ٢+
١

٣+
١
١

=
٩
۴

c٣ = [٢; ٣, ١, ۵] = ٢+
١

٣+
١

١+
١
۵

=
۵٢
٢٣

c۴ = [٢; ٣, ١, ۵, ٢] =
١١٣
۵٠

می�دهیم قرار .α = [a٠; a١, a٢, . . . , an] کنیم فرض ۶.٧ نمادگذاری
p٠ = a٠ q٠ = ١
p١ = a١p٠ + ١ q١ = a١
... ... ...
pk = akpk−١ + pk−٢ qk = akqk−١ + qk−٢ (∀k ≥ ٢)

داریم k ≥ ٠ هر برای فوق نمادگذاری�های با ٧.٧ قضیه

ck =
pk
qk

� می�شود. اثبات راحتی به استقراء با اثبات.

داریم k ≥ ١ هر برای ٨.٧ لم

pkqk−١ − qkpk−١ = (−١)k−١



١١٨ متناهی مسلسل کسرهای ١.٧ §

حکم کنیم فرض اگر .p١q٠ − q١p٠ = a٠p٠ − a١p٠ = ١ = (−١)١−١ داریم k = ١ برای اثبات.

آن�گاه است، برقرار k برای

pk+١qk − qk+١pk = (ak+١pk + pk−١) qk − (ak+١qk + qk−١) pk = − (pkqk−١ − qkpk−١)

اخیر رابطه�ی از لذا ،pkqk−١ − qkpk−١ = (−١)k−١ داریم k برای حکم برقراری فرض به بنا چون

که می�شود نتیجه

pk+١qk − qk+١pk = −(−١)k−١ = (−١)k

� می�شود. ثابت استقرا با حکم لذا

داریم k > ١ هر برای ٩.٧ نتیجه

ب.م.م (pk, qk) = ب.م.م (pk, pk−١) = ب.م.م (qk, qk−١) = ١

.qk+١ > qk ،k ≥ ١ هر برای و q١ ≥ q٠ ١٠.٧ لم

و α =
١١٣
۵٠

= [٢; ٣, ١, ۵, ٢] دیدیم قبل مثال در

c٠ = ٢, c١ =
٧
٣

, c٢ =
٩
۴
, c٣ =

۵٢
٢٣

, c۴ =
١١٣
۵٠

= α

داریم که می�شود مشاهده

c٠ < c٢ < c۴ < c٣ < c١

داریم واقع در نیست. اتفاقی این است، کوچک عددی c٣c۴ =
١

١١۵٠
واقع در

یعنی می�دهند. صعودی اکیداً دنباله�ی یک تشکیل زوج اندیس با همگراهای (الف) � ١١.٧ قضیه

c٠ < c٢ < c۴ < . . . < c٢k < c٢k+٢ < . . .

یعنی می�دهند. نزولی اکیداً دنباله�ی یک تشکیل فرد اندیس با همگراهای (ب) �

c١ > c٣ > c۵ > . . . > c٢k+١ > c٢k+٣ > . . .

یعنی است. زوج اندیس با همگرای هر از بزرگتر فرد اندیس با همگرای هر (ج) �

c٠ < c٢ < c۴ < . . . < c٢k < . . . < c٢l+١ < . . . < c٣ < c١



١١٩ نامتناهی مسلسل کسرهای ٢.٧ §

داریم اثبات.

ck+٢ − ck = (ck+٢ − ck+١) + (ck+١ − ck)

=

(
pk+٢

qk+٢
− pk+١

qk+١

)
+

(
pk+١

qk+١
− pk

qk

)

=

(
(−١)k+١

qk+٢qk+١
+

(−١)k

qk+١qk

)

=
(−١)k(qk+٢ − qk)

qk+٢qk+١qk

داریم می�شوند. نتیجه بالا رابطه�ی از (ب) و (الف) هستند صعودی اکیداً و مثبت ها qk چون

c٢j − c٢j−١ =
p٢j
q٢j

− p٢j−١

q٢j−١
=

(−١)٢j−١

q٢j q٢j−١
< ٠

داریم s و r هر برای لذا

c٢s < c٢s+٢r < c٢s+٢r−١ < c٢r−١

� می�کند. ثابت را (ج) این و

نامتناهی مسلسل کسرهای ٢.٧§

هر برای و باشد صحیح اعداد از متناهی نا دنباله�ی یک a٠, a١, a٢, . . . , an, . . . اگر ١٢.٧ تعریف

نماد آن�گاه ai > ٠ � ،i ≥ ١

[a٠; a١, a٢, . . . , an, . . .] = a٠ +
١

a١ +
١

a٢ +
١

. . .
+

١

an−١ +
١

an + . . .

می�دهیم قرار n ≥ ٠ هر برای می�گوییم. نامتناهی ساده�ی مسلسل کسر یک را

cn = [a٠; a١, . . . , an]



١٢٠ نامتناهی مسلسل کسرهای ٢.٧ §

می�دهیم قرار نامتناهی مسلسل کسر مقدار را حد این و دارد وجود lim
n→∞

cn حد ١٣.٧ قضیه

[a٠; a١, a٢, . . .] = lim
n→∞

cn

قضیه�ی (بنابر است، کراندار بالا از و صعودی دنباله�ی یک c٠ < c٢ < c۴ < . . . دنباله�ی اثبات.

می�دهیم قرار دارد. وجود دنباله این حد لذا و است) آن بالای کران یک c١ قبل

lim
k→∞

c٢k = α

می�دهیم قرار مشابه به�طریق

lim
k→∞

c٢k+١ = α′

داریم {c٢k+١} دنباله�ی بودن نزولی و {c٢k} دنباله�ی بودن صعودی به عنایت با

c٢k < α , c٢k+١ > α′ و ∀k ≥ ١

داریم k ≥ ١ هر برای لذا

٠ ≤ α′ − α < c٢k+١ − c٢k =
١

q٢k q٢k+١
∀k

� limn→∞ cn = α نتیجه در .α = α′ و α′ − α = ٠ لذا qk → ∞ چون

است. اصم عددی نامتناهی مسلسل کسر هر مقدار ١۴.٧ قضیه

قرار cn+١ و cn بین اکیداً α عدد n ≥ ١ هر برای چون .α = [a٠; a١, a٢, . . .] کنیم فرض اثبات.

لذا دارد.

٠ < |α− cn| < |cn+١ − cn| =
١

qn qn+١

آن�گاه (b > ٠) باشد گویا α =
a

b
اگر

٠ <

∣∣∣∣ab − pn
qn

∣∣∣∣ < ١
qn qn+١

لذا



١٢١ نامتناهی مسلسل کسرهای ٢.٧ §

٠ < |a qn − bpn| <
b

qn+١

آن�گاه qn+١ > b که کنیم اختیار بزرگ چنان را n اگر حال

٠ < |aqn − bpn| < ١

� است. صحیح عددی aqn − bpn زیرا است. غیرممکن این و

باشند مساوی [b٠; b١, b٢, . . .] و [a٠; a١, a٢, . . .] نامتناهی ساده�ی مسلسل کسر دو اگر ١۵.٧ قضیه

.an = bn داریم n ≥ ٠ هر برای آن�گاه

صورت این در α = [a٠; a١, a٢, . . .] = [b٠; b١, b٢, . . .] کنیم فرض اثبات.

α = a٠ +
١

[a١; a٢, . . .]
= b٠ +

١
[b١; b٢, . . .]

لذا

a٠ = b٠ = [α]

داریم حال است. α صحیح جزء [α] این�جا در که
١

[a١; a٢, . . .]
=

١
[b١; b٢, . . .]

لذا و

[a١; a٢, . . .] = [b١; b٢, . . .]

an = bn که می�شود نتیجه ساده استقرایی با روند این ادامه�ی با و a١ = b١ داریم فوق روند تکرار با

� .n ≥ ٠ هر برای

دنباله�ی یعنی α = [a٠; a١, a٢, . . . , am, b١, b٢, . . . , bn, b١, b٢, . . . , bn, . . .] هرگاه ١۶.٧ تعریف

تناوبی را مسلسل کسر آن�گاه باشد b١, b٢, . . . , bn دنباله�ی تکرار mام، جمله�ی از پس جزئی مخرج�های

می�دهیم. نمایش α = [a٠; a١, . . . , am, b١, b٢, . . . , bn ]� با و گوییم



١٢٢ نامتناهی مسلسل کسرهای ٢.٧ §

کنید. محاسبه را α ،α = [−٣; ٢, ١, ۴ ] اگر ١٧.٧ مثال

فرض با

y =
[
١, ۴

]
= ١+

١
۴+ ١

١+ ١
۴+...

طرفی از ،α = [−٣; ٢, y] که است روشن

y = [١, ۴, y] = ١+
١

۴+ ١
y

= ١+
١

۴y+١
y

=
۵y + ١
۴y + ١

حال .y =
١+

√
٢

٢
لذا y > ٠ چون ،۴y٢ − ۴y − ١ = ٠ نتیجه در

α = −٣+
١

٢+ ١
y

= −٣+
١

٢+ ٢
١+

√
٢

= −٣+
١+

√
٢

۴+ ٢
√
٢

=
−١١− ۵

√
٢

۴+ ٢
√
٢

=
−١٢+

√
٢

۴

هستند گویا b و a) a+ b
√
d برابر نامتناهی ساده�ی مسلسل کسر یک کرد ثابت می�توان واقع در

باشد. متناوب اگر تنها و اگر است نیست) کامل مربع که است مثبت و صحیح عددی d و

از a٠ = [α] آن�گاه α = [a٠; a١, a٢, . . .] اگر می�دهد نشان دیدیم بالا قضیه�ی اثبات در آن�چه

.a١ = [α١] داریم α١ = [a١; a٢, . . .] فرض با و α = a٠ +
١

[a١; a٢, . . .]
طرفی

ما به روابط این .a١ = [
١

α− [α]
]� لذا و α١ =

١
α− [α]

داریم α = a٠ +
١
α١

رابطه�ی به توجه با

x٠ کنیم فرض بنویسیم. مسلسل کسر یک صورت به نیز را شده داده اصم عدد یک تا می�کند کمک

می�دهیم قرار باشد. اصم عدد یک

x١ =
١

x٠ − [x٠]
, x٢ =

١
x١ − [x١]

, x٣ =
١

x٢ − [x٢]
, . . .

و
a٠ = [x٠], a١ = [x١], a٢ = [x٢], a٣ = [x٣], . . .

،k هر برای یعنی

ak = [xk] xk+١ =
١

xk − ak



١٢٣ مسلسل کسرهای با اعداد تقریب ٣.٧ §

روشفوق لذا و است اصم xk پسهر است اصم x٠ چون است. اصم xk+١ آن�گاه باشد، اصم xk اگر

٠ < xk − [xk] < ١ چون علاوه به می�کند. تولید a٠, a١, a٢, . . . صحیح اعداد از نامتناهی دنباله�ای

داریم بالا علامات با .k ≥ ١ برای ak ≥ ١ نتیجه در و xk+١ > ١ لذا

x٠ = a٠ +
١
x١

= a٠ +
١

a١ +
١
x٢

= a٠ +
١

a١ +
١

a٢+
١
x٣

= . . .

= [a٠; a١, a٢, . . . , an, xn+١] ∀n ≥ ١

که می�شود ثابت به�راحتی حال

صورت به می�توان را اصم عدد هر لذا x٠ = [a١; a٢, a٣, . . .] داریم بالا علامات با ١٨.٧ قضیه

نوشت. نامتناهی ساده�ی مسلسل کسر یک شکل به فردی به منحصر

آن�گاه باشد، α صحیح عدد اُم n همگرای cn =
pn
qn

اگر ١٩.٧ گزاره

|α− pn
qn

| < ١
qn+١qn

<
١
q٢n

� تمرین. اثبات.

می�نویسیم مسلسل کسر یک صورت به را
√
٢ عدد ٢٠.٧ مثال

x٠ =
√
٢ a٠ = [x٠] = ١

x١ =
١

x٠ − [x٠]
=

١√
٢− ١

=
√
٢+ ١ a١ = [x١] = ٢

x٢ =
١

x١ − [x١]
=

١√
٢− ١

=
√
٢+ ١ a٢ = [x٢] = ٢

.
√
٢ = [١; ٢, ٢, . . .] = [١; ٢ ] لذا

مسلسل کسرهای با اعداد تقریب ٣.٧§

دقت میزان محاسبه�ی و مسلسل کسرهای با اعداد تقریب در مسلسل کسرهای برای شده ارائه خواص

کنید: توجه زیر مثال به مفیداند. بسیار تقریب�ها



١٢۴ مسلسل کسرهای با اعداد تقریب ٣.٧ §

می�نویسیم. مسلسل کسر یک صورت به را
√
٢٣�� ٢١.٧ مثال

x٠ =
√
٢٣ a٠ = [x٠] = ۴

x١ =
١√

٢٣− ۴
=

√
٢٣+ ۴
٧

a١ = [x١] = ١

x٢ =
١

√
٢٣+۴
٧ − ١

=
٧√

٢٣− ٣
=

√
٢٣+ ٣
٢

a٢ = [x٢] = ٣

x٣ =
١

√
٣+٢٣
٢ − ٣

=
٢√

٢٣− ٣
=

√
٢٣+ ٣
٧

a٣ = ١

x۴ =
١

√
٣+٢٣
٧ − ١

=
٧√

٢٣− ۴
=

√
٢٣+ ۴ a۴ = ٨

x۵ =
١√

٢٣− ۴
= x١

پس می�شود. شروع تکرار لذا
√
٢٣ =

[
۴; ١, ٣, ١, ٨

]
بنابر زند. تخمین ٠/٠٠٠١ از کمتر تقریب با را

√
٢٣ که می�خواهیم گویایی عدد کنیم فرض حال

قبل −٢٣√∣∣∣∣گزاره�ی pn
qn

∣∣∣∣ < ١
q٢n

داریم
p٠ = ۴ q٠ = ١
p١ = ۵ q١ = ١
p٢ = ١٩ q٢ = ۴
p٣ = ٢۴ q٣ = ۵
p۴ = ٢١١ q۴ = ۴۴
p۵ = ٢٣۵ q۵ = ۴٩
p۶ = ٩١۶ q۶ = ١٩١

شده. خواسته تقریب با
√
٢٣ ≈ ٩١۶

١٩١
لذا و |

√
٢٣− ٩١۶

١٩١
| < ١

١٩١٢
لذا

مانند دنباله�ای می�دانیم دارد. فراوان کاربردهای گویا، عددی با x تقریب باشد اصم عدد یک x اگر

r آن در که αn =
rn
sn
� گر ا لذا و . lim

n→∞
αn = x كه به�نحوی می�شود یافت گویا اعداد از {αn}n≥١

به |x − rn
sn

| كه به�نحوی کرد اختیار بزرگ کافی اندازه�ی به را n می�توان هستند، صحیح اعدادی s و

|sn| و |rn| می�کنیم تلاش محاسبات در صرفه�جویی برای حال عین در باشد. کوچک دلخواه اندازه�ی

برای c
b
< x <

c+ ١
b

آن�گاه باشد دلخواهی مثبت صحیح عدد b اگر باشند. کوچک ممکن اندازه�ی به



١٢۵ مسلسل کسرهای با اعداد تقریب ٣.٧ §

داریم a = c+ ١ یا a = c انتخاب دو از یکی با لذا .c � صحیح عدد ∣∣∣یک x− a

b

∣∣∣ < ١
٢b

آن�گاه باشد x همگرای یک cn =
pn
qn

اگر دیدیم قبلا∣∣∣∣ x− pn
qn

∣∣∣∣ < ١
q٢n

x برای بهتری تخمین کوچکتر، مخرج با x همگراهای عنوان به آمده بدست گویای اعداد بنابراین

می�دهند. بدست گویا اعداد توسط

داریم را زیر لم ابتدا بعد، قضیه�ی در مطلب این روشن�تر اثبات برای

و صحیح�اند اعداد a, b کنیم فرض و باشد x اصم عدد اُم n همگرای pn
qn

کنیم فرض ٢٢.٧ لم

.|qnx− pn| ≤ |bx− a| صورت این در .١ ≤ b ≤ qn+١

می�گیریم نظر در را زیر دستگاه }اثبات.
pnα + pn+١β = a
qnα + qn+١β = b

می�آید بدست فوق دستگاه از ،pn+١qn − pnqn+١ = (−١)n رابطه�ی از استفاده با
α = (−١)n+١(a qn+١ − b pn+١)

β = (−١)n+١(b pn − a qn)

کنید). (ثابت α ̸= ٠ که می�شود دیده راحتی به ،b < qn+١ و ,١+pn)ب.م.م qn+١) = ١ چون

در .β ̸= ٠ کنیم فرض پس کنید). (ثابت است برقرار لم حکم که می�شود ثابت راحتی به ،β = ٠ اگر

و qn x − pn لذا دارد، قرار pn+١

qn+١
� و pn

qn
بین x چون همچنین کنید)، (ثابت α β < ٠ صورت این

هم�علامت β (qn+١ x− pn+١) و α (qn x− pn) اعداد پس اند. العلامه مختلف نیز qn+١ x− pn+١

لذا هستند.

|b x− a| = |(qn α+ qn+١ β) x− (pn α+ pn+١ β)| = |α(qn x− pn) + β (qn+١ x− pn+١)|

= |α| |qn x − pn|+ |β| |qn+١ x− pn+١| > |α| |qn x− pn| ≥ |qn x− pn|



١٢۶ مسلسل کسرهای با اعداد تقریب ٣.٧ §

�

می�کنیم. ثابت را قضیه حال

آن�گاه .١ ≤ b ≤ qn با باشد گویا عددی
a

b
و xباشد اُم n همگرای pn

qn
اگر ٢٣.٧ −x∣∣∣∣قضیه pn

qn

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣x− a

b

∣∣∣∣

� (تمرین). می�شود اثبات سادگی به قبل لم کمک به اثبات.

x همگراهای از یکی x برای مفهومی) (به خوب خیلی تقریب هر که می�دهد نشان بعد قضیه�ی

است.

به�نحوی باشد گویا عددی ,a)ب.م.م، b) = ١ , b ≥ ١ ،a
b
و اصم عددی x کنیم فرض ٢۴.٧ قضیه

−x∣∣∣∣كه a

b

∣∣∣∣ < ١
٢b٢

است. x همگراهای از یکی a
b
صورت این در

قبل لم بنابر .qn ≤ b < qn+١ که می�گیریم چنان را n نباشد. چنین کنیم فرض اثبات.

|qn x− pn| ≤ |b x− a| = b
∣∣∣x− a

b

∣∣∣ < ١
٢b

−x∣∣∣∣لذا pn
qn

∣∣∣∣ < ١
٢bqn

نتیجه در .b pn ̸= a qn لذا
a

b
̸= pn

qn
فرض به بنا چون

١
bqn

≤
∣∣∣∣b pn − a qn

bqn

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣pnqn − a

b

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣pnqn − x

∣∣∣∣+ ∣∣∣x− a

b

∣∣∣ < ١
٢bqn

+
١
٢b٢

� می�شود. ثابت حکم لذا است. n انتخاب خلاف این و qn > b می�شود نتیجه نامساوی این از

است. ١+
√
١٠

٣
همگراهای از یکی ١٨

١٣
که می�شود ثابت به�راحتی فوق قضیه�ی کمک به ٢۵.٧ مثال



١٢٧ تمرین ۴.٧ §

تمرین ۴.٧§

بنویسید ساده مسلسل کسر صورت به را ذیل اعداد .١

√
۵ ( (الف

√
٧ (ب)

١١+
√
٣٠

١٣
(پ)

۵+
√
٣٧

۴
(ت)

n مثبت و صحیح عدد هر برای دهید نشان .٢

√
n٢ + ٢n =

[
n; ١, ٢n

]
( (الف

√
n٢ + ١ =

[
n; ٢ n

]
(ب)

بنویسید. ساده مسلسل کسر صورت به را
√
٣٧ ،

√
١۵ ،

√
٣ ،

√
٢ اعداد .٣

زند. تخمین اعشار رقم ۴ تا را
√
١۵ که بیابید گویایی عدد

√
١۵ همگراهای میان در .۴

ثابت می�کنند، صدق x٢ − d y٢ = ١ رابطه�ی در که باشند مثبتی و صحیح اعداد q و p اگر .۵

است.
√
d همگراهای از یکی p

q
� کنید

می�شود: تعریف زیر صورت به فیبوناچی اعداد دنباله�ی .۶

u١ = u٢ = ١ , un = un−١ + un−٢ ∀n ≥ ٣

(
n

١

)
u١ +

(
n

٢

)
u٢ + . . .+

(
n

n

)
un = unnکنید ثابت ( (الف

−
(
n

١

)
u١ +

(
n

٢

)
u٢ + . . .+ (−١)n

(
n

n

)
un = −un کنید ثابت (ب)

u١ + u٣ + u۵ + . . .+ u٢ n−١ = u٢n کنید ثابت (پ)



١٢٨ تمرین ۴.٧ §

را lim
n→∞

un+١

un

آن از استفاده با و بنویسید ساده مسلسل کسر یک صورت به را un+١

un

(ت)

کنید. حساب

π همگرای یک ٢٢
٧

دهید نشان می�زنند. تقریب ٢٢
٧

با ٣/١۴ جای به را π عدد جاها برخی در .٧

است.

است. ١+
√
١٠

٣
همگراهای از یکی ١٨

١٣
دهید نشان .٨

بیابید. را y < ٢۵٠ شرط با x٢ − ۵ y٢ = ١ معادله�ی مثبت جواب�های کلیه�ی .٩

کنید ثابت باشد. ساده مسلسل کسر یک α = [a٠, a١, . . .] اگر .١٠

. pk
pk−١

= [ak; ak−١, . . . , a١, a٠] (الف)

. qk
qk−١

= [ak; ak−١, . . . , a٢, a١] (ب)

بیابید. ١٠٠, ٠٠٠ از نابیشتر مخرج با گویای اعداد بین در را π عدد برای تقریب بهترین .١١
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ی با تا
٣٣ دیریکله، وارون

۵۶ تقسیم�پذیری، آزمون�های

اصل

٣ استقراء،

٢ ترتیبی، خوش

٩۴ هسه-مینکوفسکی،

اول اعداد

٢٣ دوقلو،

٢٣ متوالی،

٧ اول، هم به نسبت اعداد

الگوریتم

٩ اقلیدس،

۴ تقسیم،

تابع

٣٨ اویلر،

۴٢ ،٣٢ حسابی،

٣٢ ضربی، کاملا حسابی

٣٢ ضربی،

۵٠ لیوویل،

۴٩ منگولت،

٣۵ موبیوس،

۴۵ عدد، صحیح جزء

٢ ارشمیدسی، خاصیت

دستگاه

۵٩ ،n پیمانه به مانده�ها طبیعی مخفف

۵٩ ،n پیمانه به مانده�ها مخفف

۵٩ ،n پیمانه به مانده کامل

١٣١



١٣٢ الفبایی فهرست

٣٣ دیریکله، ضرب

۴ کردن، عاد

عدد

١٨ اول،

١٨ تحویل�ناپذیر،

٧٢ شبه�اول،

٧٢ مطلق، شبه�اول

١٨ مرکب،

٩٧ لژاندر، علامت

٢٢ اراتستن، غربال

فرمول

٣۶ موبیوس، عکس

۴٧ لژاندر،

١٠۵ ، مربعی تقابل قانون

قضیه

٢٠ حساب، اساسی

٢۶ اول، اعداد

٢١ اقلیدس،

٧٠ اویلر،

۶٣ چینی، باقی�مانده�ی

۶ بزو،

یکتصاعدحسابی، در درخصوصاعداداول دیریکله

٢٨

٨۴ لاگرانژ،

٧٣ ویلسون،

٧٠ فرما، کوچک

۴٠ گاوس،

لم

٨ اقلیدس،

١٠١ گاوس،

٩۶ مربعی، مانده

مجموعه

١ صحیح، اعداد

١ طبیعی، اعداد



١٣٣ الفبایی فهرست

٩٨ اویلر، محک

١١۴ مسلسل، کسر جزئی مخرج

٧٩ ،n پیمانه به صحیح عدد یک مرتبه

معادله

٩٢ فانتی، دیو

١١ دیوفانتی،

٩٣ هم�نهشتی،

١١٩ نامتناهی، مسلسل کسر مقدار

۵ مشترک، مقسوم�علیه

٩۶ مربعی، نامانده

۵۴ ناهم�نهشت،

٢١ استانده، نمایش

١١۶ ام، k همگرای

۵٣ هم�نهشت،

٩۴ معادله، یک دوم درجه هم�نهشتی

۶٢ حسابی، وارون

مسلسل کسر

١٢٠ تناوبی،

١١۴ متناهی، ساده

١١٨ نامتناهی، ساده�ی

١١۴ متناهی،
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