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۱ فصل

جبرخطͬ مفاهیم بر مروری

با خطͬ جبری معادلات از دستگاهͬ به منجر ،ͬͺفیزی پدیده های بر حاکم معادلات از بسیاری

است. نیازمند ماتریسͬ روش های به معمولا˟ آنها حل که ͬ شوند م زیاد بسیار مجهولات تعداد

مورد مباحث از ͬͺی که داشت خواهیم برخورد زیاد دستگاه هایی چنین با هم درس این در

مباحث و مبحث این فصل، این در است. ویژه بردار و ویژه مقدار مبحث آنها، حل برای نیاز

ͬ کنیم. م مرور را داشت خواهیم نیاز آن ها به که جبرخطͬ از دیͽری

ویژه بردار و ویژه مقدار ۱ .۱

ͷی را X ∈ Rn ناصفر بردار باشد. n × n حقیقͬ ماتریس ͷی A کنید فرض .۱ .۱ تعریف

این  در .AX = λX که شود یافت چنان λ اسͺالر هرگاه ͬ نامیم، م A ماتریس برای ویژه بردار

ͬ نامیم. م A برای (λ با متناظر (یا λ نظیر ویژه بردار ͷی را X و ویژه مقدار ͷی را λ صورت،

به ͬ کنیم. م استفاده AX = λX یعنͬ آن، تعریف از A ماتریس ویژه مقادیر یافتن برای

که صورت این

AX = λX =⇒ AX = λIX =⇒ AX − λIX = ۰ =⇒ (A− λI)X = ۰.

ضرایب ماتریس باشد، داشته ناصفر) جواب (یعنͬ غیربدیهͬ جواب معادله این اینکه برای

۱



جبرخطͬ مفاهیم بر مروری .۱ فصل ۲

ماتریس ویژه مقادیر بنابراین، .det(A−λI) = ۰ باید پس باشد، وارون پذیر نباید A−λI یعنͬ

ͬ آیند. م به دست جبری معادلۀ این حل از A

ͷی pA(λ) = det(A − λI) عبارت ،A نظیر n × n حقیقͬ ماتریس ͷی برای .۲ .۱ تعریف

ریشه های ͬ نامیم. م A ماتریس مشخصه ی چندجمله ای آن را که n است درجۀ از چندجمله ای

هستند. A ماتریس ویژه مقادیر همان مشخصه چندجمله ای

ماتریس پوچ فضای یعنͬ ،(A− λI)X = ۰ دستگاه جواب های تمام مجموعه ی .۳ .۱ تعریف

در ناصفر بردار هر ͬ نامیم. م  λ نظیر ویژه فضای را است، Rn زیرفضای ͷی که A − λI

است.  A ماتریس برای λ نظیر ویژه بردار ͷی واقع در  λ ویژۀ فضای

بیابید. شده داده ماتریس های برای را آنها به نظیر ویژه فضاهای و ویژه مقادیر .۴ .۱ مثال

A =

[
۱ ۲
۲ ۱

]
.۱

از: عبارت اند A ویژه ی مقادیر حل.

det(A− λI) =

∣∣∣∣۱− λ ۲
۲ ۱− λ

∣∣∣∣ = (۱− λ)۲ − ۴ = ۰ =⇒

{
λ۱ = ۳
λ۲ = −۱

ͬ کنیم: م حل را زیر دستگاه λ۱ = ۳ نظیر ویژه بردار محاسبه برای

(A−۳I)
[
x
y

]
=

[
−۲ ۲
۲ −۲

] [
x
y

]
= ۰ =⇒

{
−۲x+ ۲y = ۰
۲x− ۲y = ۰

=⇒ x = y =⇒ X(۱) =

[
۱
۱

]
.

است.
⟨ [۱

۱

] ⟩
با برابر λ۱ نظیر ویژه  فضای بنابراین،

داشت: خواهیم λ۲ = −۱ برای صورت همین به

(A+I)

[
x
y

]
=

[
۲ ۲
۲ ۲

] [
x
y

]
= ۰ =⇒

{
۲x+ ۲y = ۰
۲x+ ۲y = ۰

=⇒ y = −x =⇒ X(۲) =

[
۱
−۱

]
.

■ .
⟨ [ ۱

−۱

] ⟩
با است برابر λ۲ نظیر ویژه  فضای پس



۳ ویژه بردار و ویژه مقدار .۱ .۱

A =

 ۲ ۰ ۰
−۱ ۳ ۱
−۱ ۱ ۳

 .۲

از: عبارت اند A ویژه ی مقادیر حل.

det(A−λI) =

∣∣∣∣∣∣
۲− λ ۰ ۰
−۱ ۳− λ ۱
−۱ ۱ ۳− λ

∣∣∣∣∣∣ = (۲−λ)
(
(۳−λ)۲−۱

)
= ۰ =⇒

{
λ۱,۲ = ۲
λ۳ = ۴

داریم: λ۱,۲ = ۲ نظیر ویژه  بردار محاسبه ی برای

(A− ۲I)

xy
z

 =

 ۰ ۰ ۰
−۱ ۱ ۱
−۱ ۱ ۱

xy
z

 = ۰ =⇒

{
−x+ y + z = ۰
−x+ y + z = ۰

=⇒ z = x− y.

=⇒

xy
z

 =

 x
y

x− y

 = x

۱۰
۱

+ y

 ۰
۱
−۱

 .
خواهند X(۲) = [۰, ۱,−۱]T و X(۱) = [۱, ۰, ۱]T با برابر λ۱,۲ نظیر ویژه  بردارهای بنابراین،

ͬ باشد. م
⟨
[۱, ۰, ۱]T , [۰, ۱,−۱]T

⟩
برابر مقدار، این با متناظر ویژه فضای نتیجه، در بود.

داریم: λ۳ = ۴ برای مشابه، نحو به

(A− ۴I)

xy
z

 =

−۲ ۰ ۰
−۱ −۱ ۱
−۱ ۱ −۱

xy
z

 = ۰ =⇒

{
x = ۰
y = z

=⇒ X(۳) =

۰۱
۱

 .
■ ͬ باشد. م

⟨
[۰, ۱, ۱]T

⟩
با برابر λ۳ نظیر ویژه فضای نتیجه، در

مشخصه چندجمله ای تکراری ریشۀ  λ = ۲ داد. رخ جالبی اتفاق اخیر مثال در .۵ .۱ ملاحظه

یافتیم. خطͬ مستقل ویژه بردار دو آن نظیر و بود دو تکرار مرتبه با

ویژه مقدار ͷی λ اگر یعنͬ است؟ چنین این همیشه آیا که است این ͬ شود م مطرح که سؤالͬ

خطͬ مستقل ویژه بردار  k ، λ نظیر آنگاه باشد،  A ماتریس برای k جبری تکرار با تکراری

کنید. توجه زیر مثال به است. منفͬ پاسخ دارد؟ وجود

بیابید. A =

[
۴ ۰
۱ ۴

]
ماتریس برای را نظیر ویژه  بردارهای و ویژه مقادیر .۶ .۱ مثال



جبرخطͬ مفاهیم بر مروری .۱ فصل ۴

حل.

det(A− λI) =

∣∣∣∣۴− λ ۰
۱ ۴− λ

∣∣∣∣ = (۴− λ)۲ = ۰ =⇒ λ۱,۲ = ۴.

ͬ آید: م بدست زیر دستگاه حل از مقادیر این به نظیر ویژه  بردار

(A− ۴I)
[
x
y

]
=

[
۰ ۰
۱ ۰

] [
x
y

]
= ۰ =⇒ x = ۰ =⇒ X(۱) =

[
۰
۱

]
.

جبری تکرار اینکه علیرغم دارد وجود خطͬ مستقل ویژه بردار ͷی تنها که ͬ شود م مشاهده

■ است. ۲ برابر

در باشد. A ماتریس ویژۀ مقدار ͷی λ کنید فرض هندسͬ) و جبری (تکرار .۷ .۱ تعریف

λ جبری تکرار را مشخصه ریشۀ چندجمله ای به عنوان λ تکرار دفعات تعداد صورت، این

λ نظیر خطͬ مستقل ویژه بردارهای تعداد یعنͬ ،λ نظیر ویژه فضای بعد همچنین، ͬ نامیم. م

ͬ نامیم. م λ هندسͬ تکرار را

ماتریس هرگاه گوئیم، متشابه را B و A ماتریس دو متشابه) (ماتریس های .۸ .۱ تعریف

.P−۱AP = B به طوریͺه باشد موجود P معکوس پذیر

هستند. یͺسان ویژه مقادیر دارای متشابه ماتریس های .٩ .۱ لم

است موجود P معکوس پذیر ماتریس پس باشند. متشابه ماتریس دو  B و A گیریم اثبات.

هستند. یͺسان B و A مشخصه ی چندجمله ای ͬ دهیم م نشان حال .P−۱AP = B به طوریͺه

نوشت: ͬ توان م ،A = PBP−۱ چون

pA(λ) = det(A− λI) = det(PBP−۱ − λPIP−۱)

= det(P (B − λI)P−۱) = det(P ) det(B − λI) det(P−۱)

= det(B − λI) = pB(λ).



۵ ویژه بردار و ویژه مقدار .۱ .۱

هستند. یͺسان AT و A ویژه مقادیر آنگاه باشد،  n× n ماتریس ͷی A اگر .۱۰ .۱ لم

بردارهای V۱, . . . , Vn و Aماتریس متمایز و حقیقͬ ویژه مقادیر λ۱, . . . , λn کنید فرض .۱۱ .۱ لم

مستقل {V۱, . . . , Vn} بردارهای مجموعه صورت، این در باشند. ویژه مقادیر این با متناظر ویژه

است. خطͬ

اندیس صورت، این در نباشد. خطͬ مستقل {V۱, . . . , Vn} کنیم فرض خلف) (برهان اثبات.

ͬ توان م را Vk بردار و است خطͬ مستقل {V۱, . . . , Vk−۱} که طوری به دارد وجود ۲ ≤ k ≤ n

یعنͬ نوشت، قبلͬ بردارهای از خطͬ ترکیب ͷی صورت به 

Vk = c۱V۱ + . . .+ ck−۱Vk−۱. (۱ .۱)

داریم اخیر، تساوی طرف دو در A ضرب با

AVk = c۱AV۱ + . . .+ ck−۱AVk−۱.

نتیجه، در

λkVk = c۱λ۱V۱ + . . .+ ck−۱λk−۱Vk−۱. (۲ .۱)

که ͬ آوریم م بدست و ͬ کنیم م کم (۲ .۱) از را (۱ .۱) برابر λk حال

۰ = c۱(λk − λ۱)V۱ + . . .+ ck−۱(λk − λk−۱)Vk−۱.

،λi ̸= λk داریم ۱ ⩽ i ⩽ k− ۱ هر برای و است خطͬ مستقل {V۱, . . . , Vk−۱} اینکه به توجه با

ͬ شود م نتیجه (۱ .۱) رابطۀ از اکنون .c۱ = . . . = ck−۱ = ۰ که ͬ گیریم م نتیجه اخیر تساوی از

خلف فرض بنابراین، است. ویژه بردار ͷی Vk چون است آشͺار تناقض ͷی که Vk = ۰ که

است. برقرار حͺم و باطل



جبرخطͬ مفاهیم بر مروری .۱ فصل ۶

قطری سازی فرآیند ۲ .۱

متشابه قطری ماتریس ͷی با هرگاه گوئیم، قطری شدنͬ را A مربعͬ ماتریس .۱۲ .۱ تعریف

.P−۱AP = D که شوند یافت چنان D قطری ماتریس و P معکوس پذیر ماتریس یعنͬ باشد،

خطͬ مستقل ویژۀ بردار n دارای اگر تنها اگر و است قطری شدنͬ An×n ماتریس .۱۳ .۱ قضیه

باشد.

P معکوس پذیر ماتریس صورت، این در باشد. قطری شدنͬ A کنید فرض (⇐=) اثبات.

.AP = PD یعنͬ این است. قطری ماتریس ͷی P−۱AP = D که است موجود چنان

D = صورت به را D قطری ماتریس و P = [V۱|V۲| . . . |Vn] صورت به را P ماتریس اگر

که ͬ دهد م نتیجه AP = PD تساوی آنگاه بͽیریم، نظر در diag[λ۱, λ۲, . . . , λn]

[AV۱|AV۲| . . . |AVn] = [λ۱V۱|λ۲V۲| . . . |λnVn]

=⇒ AV۱ = λ۱V۱, AV۲ = λ۲V۲, . . . , AVn = λnVn.

هستند. A خطͬ مستقل ویژه بردارهای V۱, V۲, . . . , Vn بنابراین،

به نظیر V۱, V۲, . . . , Vn خطͬ مستقل ویژه بردار n دارای A ماتریس کنید فرض حال (=⇒)

.D = diag[λ۱, λ۲, . . . , λn] و P = [V۱|V۲| . . . |Vn] ͬ دهیم م قرار است. λ۱, λ۲, . . . , λn ویژه مقادیر

که داریم و است معکوس پذیر P صورت، این در

AP = [AV۱|AV۲ . . . |AVn] = [λ۱V۱|λ۲V۲| . . . |λnVn] = [V۱|V۲| . . . |Vn]

λ۱ · · · ۰
. . .

۰ · · · λn

 = PD.

است. متشابه D قطری ماتریس با A ماتریس بنابراین و P−۱AP = D پس

بͽیرید. نظر در را A =

[
۷ ۲
−۴ ۱

]
ماتریس .۱۴ .۱ مثال

ͬ باشد؟ م متشابه قطری ماتریس چه با A ماتریس آ)



۷ قطری سازی فرآیند .۲ .۱

دهید. ارائه Ak برای فرمولͬ k ∈ N هر برای ب)

بیابید. را eA آنگاه ، eA =
∞∑
n=۰

An

n!
کنیم تعریف اگر ج)

ͬ آوریم: م بدست را A ویژه ی مقادیر (آ) حل.

det(A− λI) =

∣∣∣∣۷− λ ۲
−۴ ۱− λ

∣∣∣∣ = (۷− λ)(۱− λ) + ۸ = ۰ =⇒

{
λ۱ = ۳
λ۲ = ۵

در و است خطͬ مستقل ویژه ی بردار دو دارای پس دارد، متمایز ویژه ی مقدار دو A چون

ͬ آوریم: م بدست را ویژه  بردارهای اکنون است. شدنͬ قطری نتیجه،

λ۱ = ۳ : (A− ۳I)
[
x
y

]
=

[
۴ ۲
−۴ −۲

] [
x
y

]
= ۰ =⇒

{
۴x+ ۲y = ۰
−۴x− ۲y = ۰

=⇒ y = −۲x.

داریم: λ۲ برای است. V۱ = [۱,−۲]T با برابر λ۱ نظیر ویژه بردار پس

λ۲ = ۵ : (A− ۵I)
[
x
y

]
=

[
۲ ۲
−۴ −۴

] [
x
y

]
= ۰ =⇒

{
۲x+ ۲y = ۰
−۴x− ۴y = ۰

=⇒ y = −x.

نتیجه: در است. V۲ = [۱,−۱]T برابر λ۲ نظیر ویژه بردار پس

P = [V۱|V۲] =

[
۱ ۱
−۲ −۱

]
, P−۱ =

[
−۱ −۱
۲ ۱

]
, P−۱AP =

[
۳ ۰
۰ ۵

]
= D =⇒ A = PDP−۱.

داریم: (آ) قسمت از استفاده با (ب)

A۲ = (PDP−۱)۲ = PDP−۱PDP−۱ = PDIDP−۱ = PD۲P−۱ =⇒ Ak = PDkP−۱.

=⇒ Ak =

[
۱ ۱
−۲ −۱

] [
۳k ۰
۰ ۵k

] [
−۱ −۱
۲ ۱

]
=

[
۲× ۵k − ۳k ۵k − ۳k
۲× (۳k − ۵k) ۲× ۳k − ۵k

]
.

ͬ کنیم: م جایͽذاری شده داده رابطه ی در را (ب) قسمت در آمده بدست فرمول (ج)

eA =
∞∑
n=۰

An

n!
=

∞∑
n=۰

 ۲× ۵n
n!

− ۳n
n!

۵n
n!

− ۳n
n!

۲× (۳
n

n!
− ۵n

n!
) ۲× ۳n

n!
− ۵n

n!

 =

[
۲e۵ − e۳ e۵ − e۳

۲(e۳ − e۵) ۲e۳ − e۵

]
.

■



جبرخطͬ مفاهیم بر مروری .۱ فصل ۸

بͽیرید. نظر در را A =

 ۱ ۳ ۳
−۳ −۵ −۳
۳ ۳ ۱

 ماتریس .۱۵ .۱ مثال

است؟ قطری شدنͬ فوق ماتریس آیا آ)

دهید. ارائه Ak برای فرمولͬ k ∈ N هر برای ب)

.eA محاسبۀ است مطلوب ،eA =
∞∑
n=۰

An

n!
کنیم تعریف اگر ج)

خطͬ مستقل ویژه بردار کافͬ اندازه به اگر تنها و اگر است قطری شدنͬ A ͬ دانیم م (آ) حل.

ͬ یابیم: م را A ماتریس ویژه مقادیر اول باشیم. داشته

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣
۱− λ ۳ ۳
−۳ −۵− λ −۳
۳ ۳ ۱− λ

∣∣∣∣∣∣ = (۱− λ)(λ+ ۲)۲ = ۰ =⇒

{
λ۱ = ۱
λ۲,۳ = −۲

:λ۱ = ۱ نظیر ویژه  بردار محاسبه ی

(A− I)

xy
z

 =

 ۰ ۳ ۳
−۳ −۶ −۳
۳ ۳ ۰

xy
z

 = ۰ =⇒


۳y + ۳z = ۰
−۳x− ۶y − ۳z = ۰
۳x+ ۳y = ۰

با است برابر λ۱ نظیر ویژه  بردار نتیجه، در .z = x = −y داشت خواهیم فوق دستگاه از

V۱ =

 ۱
−۱
۱

 .
داریم: λ۲,۳ = −۲ برای

(A+ ۲I)

xy
z

 =

 ۳ ۳ ۳
−۳ −۳ −۳
۳ ۳ ۳

xy
z

 = ۰ =⇒ x+ y + z = ۰ =⇒ z = −x− y.

=⇒

xy
z

 =

 x
y

−x− y

 = x

 ۱
۰
−۱

+ y

 ۰
۱
−۱

 .
از: عبارتند λ۲,۳ با متناظر خطͬ مستقل ویژه بردارهای نتیجه، در

V۲ =

 ۱
۰
−۱

 , V۳ =

 ۰
۱
−۱

 .



۹ جردن فرم .۳ .۱

داریم: و است شدنͬ قطری A ماتریس بنابراین،

P = [V۱|V۲|V۳] =

 ۱ ۱ ۰
−۱ ۰ ۱
۱ −۱ −۱

 , P−۱ =

 ۱ ۱ ۱
۱ ۲ ۱
−۱ −۱ ۰

 , P−۱AP =

۱ ۰ ۰
۰ −۲ ۰
۰ ۰ −۲

 = D.

بدست و ͬ کنیم م استفاده ،A = PDP−۱ یعنͬ قبل، قسمت در آمده بدست نتیجه از (ب)

که ͬ آوریم م

∀k ∈ N, Ak = PDkP−۱ =

 ۱ ۱ ۰
−۱ ۰ ۱
۱ −۱ −۱

۱k ۰ ۰
۰ (−۲)k ۰
۰ ۰ (−۲)k

 ۱ ۱ ۱
۱ ۲ ۱
−۱ −۱ ۰



=

 ۱+ (−۲)k ۱+ ۲× (−۲)k ۱+ (−۲)k
−۱− (−۲)k −۱− (−۲)k −۱

۱ ۱− (−۲)k ۱− (−۲)k

 .
نوشت: ͬ توان م (ب) قسمت در آمده بدست نتیجه از استفاده با (ج)

eA =
∞∑
k=۰

Ak

k!
=

∞∑
k=۰


۱
k!
+ (−۲)k

k!
۱
k!
+ ۲× (−۲)k

k!
۱
k!
+ (−۲)k

k!

− ۱
k!
− (−۲)k

k!
− ۱

k!
− (−۲)k

k!
− ۱

k!

۱
k!

۱
k!
− (−۲)k

k!
۱
k!
− (−۲)k

k!


=

 e۱ + e−۲ e۱ + ۲e−۲ e۱ + e−۲

−e۱ − e−۲ −e۱ − e−۲ −e۱
e۱ e۱ − e−۲ e۱ − e−۲

 .
■

جردن فرم ۳ .۱

آنگاه باشد، خطͬ مستقل ویژه ی بردار n دارای An×n ماتریس چنانچه دیدیم قبل بخش در

قطری شدنͬ آنگاه باشد، داشته خطͬ مستقل ویژۀ بردار n از کمتر اگر اما است شدنͬ قطری

آن هندسͬ تکرار که دارد تکراری ویژۀ مقدار ͷی حداقل A ماتریس حالت، این در نیست.

ماتریس و ͬ کنیم م صحبت حالتͬ چنین پیرامون بخش، این در است. کمتر آن جبری تکرار از



جبرخطͬ مفاهیم بر مروری .۱ فصل ۱۰

جردن فرم به موسوم ساده تری فرم در را A ماتریس که ͬ کنیم م تعریف چنان را P معکوس پذیر

خطͬ مستقل ویژه بردارهای تعداد به ماتریس، ͷی جردن فرم نوع ͬ دهد. م قرار گویا) (فرم

۲× ۲ ماتریس های برای را آن مختلف انواع ،ͷتفکی به بخش این در که است وابسته ماتریس

داد. خواهیم شرح ۳× ۳ و

۲× ۲ ماتریس های جردن فرم ۱ .۳ .۱

حالت سه از ͬͺی آن، ویژه ی بردارهای و ویژه مقادیر نوع به بسته ۲×۲ ماتریس ͷی جردن فرم

ͬ باشد: م زیر

ویژه بردار دو و µ و λ متمایز لزوماً نه و حقیقͬ ویژه ی مقدار دو دارای A۲×۲ ماتریس (۱)

به آن جردن فرم و است قطری شدنͬ A ماتریس حالت، این در است. خطͬ مستقل

 صورت

J =

[
λ ۰
۰ µ

]
در که P−۱AP = J که است موجود چنان P معکوس پذیر ماتریس یعنͬ ͬ باشد؛ م

هستند. A ویژه ی بردارهای ستون هایش، که است  ͬ ماتریس P اینجا

خطͬ مستقل ویژه بردار ͷی و λ ∈ R تکراری ویژه مقدار ͷی دارای A۲×۲ ماتریس (۲)

است. دو برابر آن جبری تکرار و ͷی برابر λ ویژه مقدار هندسͬ تکرار بنابراین، است.

که ͬ یابیم م چنان را V۲ بردار باشد. λ نظیر ویژه بردار V۱ کنید فرض

(A− λI)V۲ = V۱.

یعنͬ ͬ شود، م نامیده ۲ رتبه از یافته تعمیم ویژه بردار ͷی V۲ که کنید توجه

(A− λI)۲V۲ = (A− λI)V۱ = ۰, (A− λI)۱V۲ = V۱ ̸= ۰.



۱۱ جردن فرم .۳ .۱

،P = [V۱ V۲] دهیم قرار اگر حال است. خطͬ مستقل {V۱, V۲} که دید ͬ توان م راحتͬ به

داشت خواهیم آنگاه

AP = [AV۱ AV۲] = [λV۱ λV۲ + V۱] = [V۱ V۲]

[
λ ۱
۰ λ

]
= P

[
λ ۱
۰ λ

]
.

=⇒ P−۱AP = J =

[
λ ۱
۰ λ

]
,

ͬ شود. م نامیده A جردن فرم J که

است. λ̄ = a − ib و λ = a + ib مختلط ویژه مقدار جفت ͷی دارای A۲×۲ ماتریس (۳)

V۲ و V۱ آنجاییͺه از ͬ دهیم. م نمایش V۱ ± iV۲ با را λ̄ و λ با متناظر ویژه بردارهای

داشت: خواهیم صورت، این در .P = [V۲ V۱] ͬ دهیم م قرار ͬ اند، خط مستقل

AP = [AV۲ AV۱] = [aV۲ + bV۱ aV۱ − bV۲] = [V۲ V۱]

[
a −b
b a

]
= P

[
a −b
b a

]
.

=⇒ P−۱AP = J =

[
a −b
b a

]
,

ͬ شود. م نامیده A جردن فرم J که

بیابید. را A =

[
−۲ ۱
−۵ ۴

]
ماتریس جردن فرم .۱۶ .۱ مثال

ͬ آوریم. م بدست را A ویژه ی مقادیر ابتدا حل.

det(A− λI) =

∣∣∣∣−۲− λ ۱
−۵ ۴− λ

∣∣∣∣ = λ۲ − ۲λ− ۳ = ۰ =⇒

{
λ۱ = ۳
λ۲ = −۱

خطͬ مستقل ویژه بردار دو A ماتریس آوردیم، بدست متمایز و حقیقͬ ویژه مقدار دو چون

■ ͬ باشد. م J =

[
۳ ۰
۰ −۱

]
صورت به آن جردن فرم لذا و دارد

بیابید. را A =

[
۰ ۱
−۴ ۴

]
ماتریس جردن فرم .۱۷ .۱ مثال

از: عبارت اند A ویژه ی مقادیر حل.

det(A− λI) =

∣∣∣∣−λ ۱
−۴ ۴− λ

∣∣∣∣ = (λ− ۲)۲ = ۰ =⇒ λ۱ = λ۲ = ۲.



جبرخطͬ مفاهیم بر مروری .۱ فصل ۱۲

ͬ آوریم: م بدست را تکراری ویژه مقدار این نظیر ویژه بردار

(A−۲I)
[
x
y

]
=

[
−۲ ۱
−۴ ۲

] [
x
y

]
=

[
۰
۰

]
=⇒

{
−۲x+ y = ۰
−۴x+ ۲y = ۰

=⇒ y = ۲x =⇒ V۱ =

[
۱
۲

]
.

.(A− ۲I)V۲ = V۱ که ͬ یابیم م چنان را V۲ بردار ]حال
−۲ ۱
−۴ ۲

] [
x
y

]
=

[
۱
۲

]
=⇒

{
−۲x+ y = ۱
−۴x+ ۲y = ۲

=⇒ y = ۲x+ ۱ =⇒ V۲ =

[
۱
۳

]
.

داریم: نتیجه در و P = [V۱ V۲] ͬ دهیم م قرار

P−۱AP = J =

[
۲ ۱
۰ ۲

]
.

■

آورید. به دست را A =

[
۱ ۴
−۱ ۱

]
ماتریس جردن فرم .۱۸ .۱ مثال

ͬ آوریم: م بدست را A ویژه ی مقادیر ابتدا حل.

det(A− λI) =

∣∣∣∣۱− λ ۴
−۱ ۱− λ

∣∣∣∣ = (λ− ۱)۲ + ۴ = ۰ =⇒ λ, λ̄ = ۱± ۲i.

زیر جبری دستگاه است کافͬ مختلط، ویژه مقادیر این به نظیر ویژه  بردارهای محاسبه برای

کنیم: حل را

(A− (۱+ ۲i)I)
[
x
y

]
=

[
−۲i ۴
−۱ −۲i

] [
x
y

]
= ۰ =⇒

{
−۲ix+ ۴y = ۰
−x− ۲iy = ۰

=⇒ y =
ix

۲
.

از: عبارتند λ̄ و λ مختلط ویژه مقادیر با متناظر مختلط ویژه بردارهای بنابراین،

V۱ ± iV۲ =

[
۲
i

]
=

[
۲
۰

]
± i

[
۰
۱

]
.

داشت: خواهیم آنگاه ،P = [V۲ V۱] دهیم قرار اگر

P−۱AP = J =

[
۱ −۲
۲ ۱

]
.

■



۱۳ جردن فرم .۳ .۱

آورید. به دست را A =

[
۰ ۱
−۴ ۰

]
ماتریس جردن فرم .۱٩ .۱ مثال

از عبارتند A ویژه ی مقادیر حل.

det(A− λI) =

∣∣∣∣−λ ۱
−۴ −λ

∣∣∣∣ = (λ۲ + ۴) = ۰ =⇒ λ, λ̄ = ±۲i.

:λ = ۲i نظیر ویژه بردار محاسبه

(A− ۲iI)
[
x
y

]
=

[
−۲i ۱
−۴ −۲i

] [
x
y

]
=

[
۰
۰

]
=⇒

{
−۲ix+ y = ۰
−۴x− ۲iy = ۰

=⇒ y = ۲ix.

با: است برابر λ نظیر ویژه بردار نتیجه، در

V =

[
۱
۲i

]
=

[
۱
۰

]
︸︷︷︸
V۱

+i

[
۰
۲

]
︸︷︷︸
V۲

.

داشت: خواهیم آنگاه ،P = [V۲ V۱] دهیم قرار اگر حال

P−۱AP = J =

[
۰ −۲
۲ ۰

]
.

■

۳× ۳ ماتریس های جردن فرم ۲ .۳ .۱

حالت چهار از ͬͺی آن، ویژه ی بردارهای و مقادیر نوع به بسته ۳× ۳ ماتریس ͷی جردن فرم

ͬ باشد: م زیر

حالت، این در باشد. ξ و µ ،λ متمایز و حقیقͬ ویژه مقدار سه دارای A۳×۳ ماتریس (۱)

نمایش V۳ و V۱ ،V۲ با ترتیب به را آنها که داشت خواهیم خطͬ مستقل ویژه  بردار سه

زیر شͺل به A ماتریس جردن فرم نتیجه، در .P = [V۱ V۲ V۳] ͬ دهیم م قرار ͬ دهیم. م

بود: خواهد

J = P−۱AP = diag[λ۱, λ۲, λ۳] = diag[λ, µ, ξ] =

λ ۰ ۰
۰ µ ۰
۰ ۰ ξ

 .



جبرخطͬ مفاهیم بر مروری .۱ فصل ۱۴

µ آن دیͽر ویژه  مقدار و دو جبری تکرار با  λ تکراری ویژه  مقدار دارای A۳×۳ ماتریس (۲)

رخ (۱) حالت همان آنگاه باشد، دو نیز λ هندسͬ تکرار اگر .µ ̸= λ قطعا که باشد

داریم ویژه بردار ͷی λ برای آنگاه باشد، ͷی با برابر λ هندسͬ تکرار اگر اما ͬ دهد. م

V۳ گیریم .(A − λI)V۲ = V۱ که ͬ یابیم م چنان را V۲ بردار حال ͬ نامیم. م V۱ آنرا که

جردن فرم حالت این در و P = [V۱ V۲ V۳] ͬ دهیم م قرار باشد. µ نظیر ویژه بردار نیز

با است برابر A

J = P−۱AP =

λ ۱ ۰
۰ λ ۰
۰ ۰ µ

 .
سه اینجا در باشد. داشته ۳ جبری تکرار با λ تکراری ویژه مقدار ͷی A۳×۳ ماتریس (۳)

دهد: رخ است ممͺن حالت

ͬ دهد. م رخ (۱) حالت آنگاه باشیم، داشته خطͬ مستقل ویژه بردار سه λ نظیر اگر آ)

به را V۳ بردار آنگاه باشیم، داشته V۲ و V۱ خطͬ مستقل ویژه بردار دو λ نظیر اگر ب)

.(A− λI)V۳ = c۱V۱ + c۲V۲ که ͬ یابیم م گونه ای

A جردن فرم و P = [V۱ V۲ V۳] ͬ دهیم م قرار باشد، c۲ = ۱ و c۱ = ۰ اگر حال

با برابر

J = P−۱AP =

λ ۰ ۰
۰ λ ۱
۰ ۰ λ


فرم و P = [V۲ V۱ V۳] ͬ دهیم م قرار آنگاه باشد،  c۲ = ۰ و c۱ = ۱ اگر بود. خواهد

با برابر A جردن

J = P−۱AP =

λ ۰ ۰
۰ λ ۱
۰ ۰ λ


(A−λI)V۳ = U۲ آنگاه نباشند، صفر ciها از ͷی هیچ اگر بالاخره و بود. خواهد

ماتریس که ͬ کنیم م انتخاب طوری را U۱ بردار حال .U۲ = c۱V۱ + c۲V۲ آن در که

برابر A ماتریس جردن فرم نیز حالت این در باشد. پذیر وارون P = [U۱ U۲ V۳]



۱۵ جردن فرم .۳ .۱

با است

J = P−۱AP =

λ ۰ ۰
۰ λ ۱
۰ ۰ λ

 .
آنگاه باشیم، داشته V۱ نام به خطͬ مستقل ویژه بردار ͷی تنها λ با متناظر اگر ج)

ͬ یابیم م چنان را V۳ بردار سپس و (A−λI)V۲ = V۱ که ͬ یابیم م چنان را V۲ بردار

فرم و P = [V۱ V۲ V۳] ͬ دهیم م قرار صورت، این  در .(A − λI)V۳ = V۲ که

با است برابر A ماتریس جردن

J = P−۱AP =

λ ۱ ۰
۰ λ ۱
۰ ۰ λ

 .
a ± ib مختلط ویژه مقدار جفت ͷی و λ حقیقͬ ویژه مقدار ͷی دارای A ماتریس (۴)

صورت، این در باشد. a+ ib نظیر ویژه بردار V۳ + iV۲ و λ نظیر ویژه بردار V۱ و باشد

با بود خواهد برابر حالت این در A جردن فرم و P = [V۱ V۲ V۳] ͬ دهیم م قرار

J = P−۱AP =

λ ۰ ۰
۰ a −b
۰ b a

 .

دهید. قرار جردن فرم در را A =

۱ ۲ −۱
۰ ۳ −۲
۰ ۲ −۲

 ماتریس .۲۰ .۱ مثال

ͬ آوریم. م بدست را A ویژه ی مقادیر اول، مرحله در حل.

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣
۱− λ ۲ −۱
۰ ۳− λ −۲
۰ ۲ −۲− λ

∣∣∣∣∣∣ = λ۳ − ۲λ− λ+ ۲ = ۰ =⇒


λ۱ = ۱
λ۲ = −۱
λ۳ = ۲

که داشت خواهد خطͬ مستقل ویژه ی بردار سه پس دارد، متمایز ویژه ی مقدار سه A چون

ͬ آوریم. م بدست را آنها

(A− I)

xy
z

 =

۰ ۲ −۱
۰ ۲ −۲
۰ ۲ −۳

xy
z

 = ۰ =⇒


۲y − z = ۰
۲y − ۲z = ۰
۲y − ۳z = ۰

=⇒ y = z = ۰.
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ͬ باشد. م V۱ = [۱, ۰, ۰]T با برابر λ۱ نظیر ویژه ی بردار پس

(A+ I)

xy
z

 =

۲ ۲ −۱
۰ ۴ −۲
۰ ۲ −۱

xy
z

 = ۰ =⇒


۲x+ ۲y − z = ۰
۴y − ۲z = ۰
۲y − z = ۰

=⇒ x = ۰, z = ۲y.

ͬ باشد. م V۲ = [۰, ۱, ۲]T با برابر λ۲ نظیر ویژه ی بردار بنابراین

(A−۲I)

xy
z

 =

−۱ ۲ −۱
۰ ۱ −۲
۰ ۲ −۴

xy
z

 = ۰ =⇒


−x+ ۲y − z = ۰
y − ۲z = ۰
۲y − ۴z = ۰

=⇒ x = ۳z, y = ۲z.

ͬ دهیم م قرار حال بود. خواهد V۳ = [۳, ۲, ۱]T با برابر هم λ۳ نظیر ویژه ی بردار نتیجه در

از: است عبارت A جردن فرم نهایت در و P = [V۱ V۲ V۳]

J = P−۱AP =

۱ ۰ ۰
۰ −۱ ۰
۰ ۰ ۲

 .
■

بیابید. را A =

 ۰ −۱ ۰
−۱ ۰ ۰
۰ ۰ ۱

 ماتریس جردن فرم .۲۱ .۱ مثال

ͬ آوریم. م بدست را A ویژه ی مقادیر ابتدا حل.

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣
−λ −۱ ۰
−۱ −λ ۰
۰ ۰ ۱− λ

∣∣∣∣∣∣ = (λ۲ − ۱)(۱− λ) = ۰ =⇒

{
λ۱,۲ = ۱
λ۳ = −۱

ͬ کنیم: م بررسͬ را ویژه مقادیر از ͷی هر نظیر ویژه بردار

(A− I)

xy
z

 =

−۱ −۱ ۰
−۱ −۱ ۰
۰ ۰ ۰

xy
z

 = ۰ =⇒

{
−x− y = ۰
−x− y = ۰

=⇒ y = −x.

از عبارتند λ۱,۲ نظیر ویژه  بردارهای xyبنابراین،
z

 =

 x
−x
z

 = x

 ۱
−۱
۰

+ z

۰۰
۱

 =⇒ V۱ =

 ۱
−۱
۰

 , V۲ =

۰۰
۱

 .



۱۷ جردن فرم .۳ .۱

داریم: λ۳ برای همچنین،

(A+ I)

xy
z

 =

 ۱ −۱ ۰
−۱ ۱ ۰
۰ ۰ ۲

xy
z

 = ۰ =⇒


x− y = ۰
−x+ y = ۰
۲z = ۰

=⇒

{
x = y

z = ۰

با است برابر λ۳ نظیر ویژه ی بردار xyپس
z

 =

yy
۰

 = y

۱۱
۰

 =⇒ V۳ =

۱۱
۰

 .
بود: خواهد زیر شͺل به A جردن فرم نتیجه در و P = [V۱ V۲ V۳] ͬ دهیم م قرار

J = P−۱AP =

۱ ۰ ۰
۰ ۱ ۰
۰ ۰ −۱

 .
■

دهید. قرار جردن فرم در را A =

 ۴ ۰ ۰
−۲ ۱ ۰
۵ ۳ ۴

 ماتریس .۲۲ .۱ مثال

ͬ آوریم: م بدست را A ویژه ی مقادیر اول، حل.

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣
۴− λ ۰ ۰
−۲ ۱− λ ۰
۵ ۳ ۴− λ

∣∣∣∣∣∣ = (۴− λ)۲(۱− λ) = ۰ =⇒ λ۱,۲ = ۴, λ۳ = ۱.

داریم: λ۱,۲ نظیر ویژه ی بردار برای

(A− ۴I)

xy
z

 =

 ۰ ۰ ۰
−۲ −۳ ۰
۵ ۳ ۰

xy
z

 = ۰ =⇒

{
−۲x− ۳y = ۰
۵x+ ۳y = ۰

=⇒

{
x = y = ۰
z ∈ R

که ͬ یابیم م چنان را V۲ بردار حال ͬ باشد. م V۱ = [۰, ۰, ۱]T با برابر  λ۱,۲ نظیر ویژه  بردار پس

.(A− ۴I)V۲ = V۱ ۰ ۰ ۰
−۲ −۳ ۰
۵ ۳ ۰

xy
z

 =

۰۰
۱

 =⇒


۰ = ۰
−۲x− ۳y = ۰
۵x+ ۳y = ۱

=⇒

{
x = ۱

۳

y = − ۲
۹

=⇒ V۲ =

 ۱
۳
− ۲

۹
۰

 .
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داریم: λ۳ نظیر ویژه ی بردار برای همچنین،

(A− I)

xy
z

 =

 ۳ ۰ ۰
−۲ ۰ ۰
۵ ۳ ۳

xy
z

 = ۰ =⇒


۳x = ۰
−۲x = ۰
۵x+ ۳y + ۳z = ۰

=⇒

{
x = ۰
z = −y

P = [V۱ V۲ V۳] ͬ دهیم م قرار حال است. V۳ = [۰, ۱,−۱]T با برابر λ۳ نظیر ویژه ی بردار بنابراین،

بود: خواهد زیر شͺل به A جردن فرم نتیجه در و

J = P−۱AP =

۴ ۱ ۰
۰ ۴ ۰
۰ ۰ ۱

 .
■

بنویسید. جردن فرم در را A =

 ۱ ۱ ۰
−۱ ۳ ۰
−۱ ۱ ۲

 ماتریس .۲۳ .۱ مثال

ͬ آوریم: م بدست را A ویژه ی مقادیر ابتدا حل.

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣
۱− λ ۱ ۰
−۱ ۳− λ ۰
−۱ ۱ ۲− λ

∣∣∣∣∣∣ = (۲− λ)۳ = ۰ =⇒ λ۱ = λ۲ = λ۳ = ۲.

ͬ آوریم: م بدست زیر صورت به را تکراری ویژه مقدار این نظیر ویژه  بردارهای

(A− ۲I)

xy
z

 =

−۱ ۱ ۰
−۱ ۱ ۰
−۱ ۱ ۰

xy
z

 = ۰ =⇒ y = x.

نتیجه، xyدر
z

 =

xx
z

 = x

۱۱
۰


︸︷︷︸
V۱

+z

۰۰
۱


︸︷︷︸
V۲

.

.(A− ۲I)V۳ = c۱V۱ + c۲V۲ که ͬ یابیم م چنان را V۳ بردار حال

−۱ ۱ ۰
−۱ ۱ ۰
−۱ ۱ ۰

xy
z

 =

c۱c۱
c۲

 =⇒


−x+ y = c۱

−x+ y = c۱

−x+ y = c۲

=⇒ c۱ = c۲ = ۱, y = ۱+ x.



۱۹ جردن فرم .۳ .۱

انتخاب گونه ای به را U۱ بردار حال .V۳ = [۰, ۱, ۰]T و U۲ = V۱ + V۲ = [۱, ۱, ۱]T نتیجه، در

در .U۱ = [۱, ۱, ۰]T ͬ دهیم م قرار مثلا باشد. پذیر وارون P = [U۱ U۲ V۳] ماتریس که ͬ کنیم م

صورت، این

P = [U۱ U۲ V۳] =

۱ ۱ ۰
۱ ۱ ۱
۰ ۱ ۰

 , P−۱ =

 ۱ ۰ −۱
۰ ۰ ۱
−۱ ۱ ۰

 .
بود: خواهد زیر صورت به A ماتریس جردن فرم نتیجه، در

J = P−۱AP =

۲ ۰ ۰
۰ ۲ ۱
۰ ۰ ۲

 .
■

.A =

۱ ۱ ۱
۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۱

 ماتریس جردن فرم محاسبۀ مطلوبست .۲۴ .۱ مثال

از عبارت اند A ویژه ی مقادیر حل.

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣
۱− λ ۱ ۱
۰ ۱− λ ۰
۰ ۰ ۱− λ

∣∣∣∣∣∣ = (۱− λ)۳ = ۰ =⇒ λ۱ = λ۲ = λ۳ = ۱.

داریم: تکراری، ویژه مقدار این نظیر ویژه  بردارهای برای

(A−I)

xy
z

 =

۰ ۱ ۱
۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰

xy
z

 = ۰ =⇒ y+z = ۰ =⇒

xy
z

 =

 x
y
−y

 = x

۱۰
۰


︸︷︷︸
V۱

+y

 ۰
۱
−۱


︸ ︷︷ ︸

V۲

.

.(A− I)V۳ = c۱V۱ + c۲V۲ که ͬ یابیم م چنان را V۳ بردار ۰حال ۱ ۱
۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰

xy
z

 =

 c۱
c۲
−c۲

 =⇒

{
y + z = c۱

۰ = c۲
=⇒ c۲ = ۰, c۱ = ۱, z = ۱−y =⇒ V۳ =

۰۰
۱

 .
بود: خواهد زیر شͺل A به ماتریس جردن فرم و P = [V۲ V۱ V۳] ͬ دهیم م قرار بنابراین،

J = P−۱AP =

۱ ۰ ۰
۰ ۱ ۱
۰ ۰ ۱

 .
■
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بیابید. را A =

−۱ −۱ ۰
۰ −۱ −۲
۰ ۰ −۱

 ماتریس جردن فرم .۲۵ .۱ مثال

ͬ آوریم: م بدست را A ویژه ی مقادیر حل.

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣
−۱− λ −۱ ۰

۰ −۱− λ −۲
۰ ۰ −۱− λ

∣∣∣∣∣∣ = (λ− ۱)۳ = ۰ =⇒ λ۱ = λ۲ = λ۳ = −۱.

با: است برابر تکراری ویژه مقدار این نظیر ویژه ی بردار

(A+ I)

xy
z

 =

۰ −۱ ۰
۰ ۰ −۲
۰ ۰ ۰

xy
z

 = ۰ =⇒ y = z = ۰ =⇒ V۱ =

۱۰
۰

 .
.(A+ I)V۲ = V۱ که ͬ یابیم م چنان را V۲ بردار ۰حال −۱ ۰

۰ ۰ −۲
۰ ۰ ۰

xy
z

 =

۱۰
۰

 =⇒ y = −۱, z = ۰ =⇒ V۲ =

 ۰
−۱
۰

 .
.(A+ I)V۳ = V۲ که ͬ یابیم م طوری را V۳ بردار ۰حال −۱ ۰

۰ ۰ −۲
۰ ۰ ۰

xy
z

 =

 ۰
−۱
۰

 =⇒ y = ۰, z =
۱
۲

=⇒ V۳ =

۰۰
۱
۲

 .
بود: خواهد زیر شͺل به A جردن فرم نتیجه در و P = [V۱ V۲ V۳] ͬ دهیم م قرار حال

J = P−۱AP =

−۱ ۱ ۰
۰ −۱ ۱
۰ ۰ −۱

 .
■

بنویسید. جردن فرم در را A =

۴ ۰ −۱
۳ ۰ ۳
۲ −۲ ۵

 ماتریس .۲۶ .۱ مثال

از: عبارتند A ویژه ی مقادیر حل.

det(A−λI) =

∣∣∣∣∣∣
۴− λ ۰ −۱
۳ −λ ۳
۲ −۲ ۵− λ

∣∣∣∣∣∣ = λ۳−۹λ۲+ ۲۸λ−۳۰ = ۰ =⇒

{
λ۱ = ۳
λ۲,۳ = ۳± i



۲۱ عملͽر ͷی نمای .۴ .۱

: λ۱ = ۳ نظیر ویژه  بردار محاسبه ی

(A−۳I)

xy
z

 =

 ۱ ۰ −۱
۳ −۳ ۳
۲ −۲ ۲

xy
z

 = ۰ =⇒

{
x− z = ۰
x− y + z = ۰

=⇒ x = z, y = ۲z.

داریم: λ۲ برای همچنین، ͬ باشد. م V۱ = [۱, ۲, ۱]T با برابر λ۱ نظیر ویژه بردار پس

(
A− (۳+ i)I

)xy
z

 =

۱− i ۰ −۱
۳ −۳− i ۳
۲ −۲ ۲− i

xy
z

 = ۰ =⇒

{
z = (۱− i)x

y = ۳
۲ (۱− i)x

با: است برابر λ۲ نظیر ویژه  بردار xyپس
z

 =

 x
۳
۲x(۱− i)
x(۱− i)

 = x

 ۱
۳
۲
۱


︸︷︷︸
V۳

+ix

 ۰
−۳

۲
−۱


︸ ︷︷ ︸

V۲

.

خواهد زیر صورت به A ماتریس جردن فرم نتیجه در و P = [V۱ V۲ V۳] ͬ دهیم م قرار حال

بود:

J = P−۱AP =

۳ ۰ ۰
۰ ۳ −۱
۰ ۱ ۳

 .
■

عملͽر ͷی نمای ۴ .۱

صورت، این در باشد. Rn در خطͬ تبدیل ͷی T : Rn → Rn کنید فرض .۲۷ .۱ تعریف

ͬ کنیم م تعریف

eT =
∞∑
k=۰

T k

k!
= I + T +

T ۲

۲!
+
T ۳

۳!
+ . . . , ||T || = max

|x|≤۱
|Tx|, |x| =

√
x۲
۱ + . . .+ x۲

n.

که ͬ شود م نتیجه فوق تعریف از

(i) |Tx| ≤ ||T || |x|, ∀ x ∈ Rn (ii) ||TS|| ≤ ||T || ||S|| (iii) ||T k|| ≤ ||T ||k, k ∈ N.

.eS = PeTP−۱ آنگاه ،S = PTP−۱ و باشند Rn در خطͬ تبدیل های T و P اگر .۲۸ .۱ گزاره
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یعنͬ شوند، جابجا یͺدیͽر با که باشند Rn در خطͬ تبدیل های S و T اگر .۲٩ .۱ گزاره

.eT+S = eT eS آنگاه ،TS = ST

.(eT )−۱ = e−T و است پذیر وارون eT آنگاه باشد، Rn در خطͬ تبدیل ͷی T اگر .۳۰ .۱ نتیجه

نوشت: ͬ توان م نیوتن دوجمله ای بسط از استفاده با ،TS = ST چون اثبات.

(T + S)n

n!
=

n∑
k=۰

T kSn−k

k!(n− k)!
.

نتیجه، در

eT+S =
∞∑
n=۰

(T + S)n

n!
=

∞∑
n=۰

n∑
k=۰

T kSn−k

k!(n− k)!
=

∞∑
n=۰

n∑
k=۰

f(k, n− k) =
∞∑
k=۰

∞∑
n=۰

f(k, n)

=
∞∑
k=۰

∞∑
n=۰

T kSn

k!n!
= eT eS.

تساوی اثبات برای
∞∑
n=۰

n∑
k=۰

f(k, n− k) =
∞∑
k=۰

∞∑
n=۰

f(k, n),

جمع ستونͬ صورت به و بنویسیم سطری صورت به را فوق تساوی چپ سمت است کافͬ

بزنیم:

f(۰, ۰) +

f(۰, ۱) + f(۱, ۰) +

f(۰, ۲) + f(۱, ۱) + f(۲, ۰) +

f(۰, ۳) + f(۱, ۲) + f(۲, ۱) + f(۳, ۰) + . . .

=
∞∑
n=۰

f(۰, n) +
∞∑
n=۰

f(۱, n) +
∞∑
n=۰

f(۲, n) + . . . =
∞∑
k=۰

∞∑
n=۰

f(k, n).

■



۲۳ عملͽر ͷی نمای .۴ .۱

.eA = ea
[

۱ b
۰ ۱

]
آنگاه ،A =

[
a b
۰ a

]
اگر .۳۱ .۱ گزاره

نوشت: ͬ توان م اثبات.

A = a

[
۱ ۰
۰ ۱

]
+ b

[
۰ ۱
۰ ۰

]
= aI + bN.

=⇒ eA = eaI+bN = eaIebN = eaI(I + bN) = ea
[

۱ b
۰ ۱

]
.

■

.eA = ea
[
cos b − sin b
sin b cos b

]
آنگاه ،A =

[
a −b
b a

]
اگر .۳۲ .۱ گزاره

با حال .b = Im(λ) و a = Re(λ) داشت خواهیم آنگاه ،λ = a+ ib دهیم قرار اگر اثبات.

روابط از استفاده

Re(z۱z۲) = Re(z۱)Re(z۲)−Im(z۱)Im(z۲), Im(z۱z۲) = Re(z۱)Im(z۲)+Re(z۲)Im(z۱),

که ͬ شود م اثبات ،n ≥ ۱ روی ریاضͬ استقرای با و

An =

[
Re(λn) −Im(λn)
Im(λn) Re(λn)

]
.

نتیجه، در

eA =
∞∑
n=۰

An

n!
=

[
Re(eλ) −Im(eλ)
Im(eλ) Re(eλ)

]
=

[
ea cos b −ea sin b
ea sin b ea cos b

]
.

■

باشد. n×n ماتریس ͷی A کنید فرض خطͬ) دستگاه های برای اساسͬ (قضیه .۳۳ .۱ قضیه

اولیه مقدار مسئله ،x۰ ∈ Rn هر برای صورت، این در

ẋ = Ax, x(۰) = x۰, (۳ .۱)

است. x(t) = eAtx۰ یͺتای جواب دارای
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فرض جواب، یͺتایی اثبات برای است. مسئله این از جوابی eAtx۰ که است واضح اثبات.

صورت، این در .y(t) = e−Atx(t) ͬ دهیم م قرار و باشد دلخواه جواب ͷی x(t) ͬ کنیم م

y′(t) = −Ae−Atx(t) + e−Atx′(t) = −Ae−Atx(t) + e−AtAx(t) = ۰.

=⇒ y(t) = y(۰) =⇒ e−Atx(t) = x(۰) =⇒ x(t) = eAtx۰.

■

.t ∈ R هر برای limy→x۰ φ(t, y) = φ(t, x۰) آنگاه ،φ(t, x۰) = eAtx۰ اگر .۳۴ .۱ لم

اثبات.

۰ ≤ |φ(t, y)− φ(t, x۰)| = |eAty − eAtx۰| = |eAt(y − x۰)| ≤ ||eAt|| |y − x۰|.

■ ͬ شود. م حاصل نتیجه فشردگͬ قضیه از حال

این در باشد. n × n ماتریس ͷی A کنید فرض یافته). تعمیم ویژه (بردار .۳۵ .۱ تعریف

گوییم k رتبه از یافته تعمیم ویژه بردار ͷی را λ ویژه مقدار به وابسته V ناصفر بردار صورت،

هرگاه

(A− λI)kV = ۰, (A− λI)k−۱V ̸= ۰.

است. ویژه بردار تعریف همان این k = ۱ برای که کنید توجه

ͬ دهیم: م قرار باشد. λ برای k رتبه از یافته تعمیم ویژه بردار ͷی V کنیم فرض .۳۶ .۱ تعریف

Vk = V,

Vk−۱ = (A− λI)V = (A− λI)Vk,

Vk−۲ = (A− λI)۲V = (A− λI)Vk−۱,

...

V۱ = (A− λI)k−۱V = (A− λI)V۲.



۲۵ عملͽر ͷی نمای .۴ .۱

ویژه بردارهای از k بطول زنجیر ͷی را {V۱, . . . , Vk} بردارهای مجموعه صورت، این در

اگر زیرا است خطͬ مستقل مجموعه این ͬ نامیم. م یافته تعمیم

c۱V۱ + . . .+ ck−۱Vk−۱ + ckVk = ۰,

داریم (A− λI)k−۱ در طرف دو ضرب با آنگاه

c۱(A− λI)k−۱V۱ + . . .+ ck−۱(A− λI)k−۱Vk−۱ + ck(A− λI)k−۱Vk = ۰

=⇒ c۱ (A− λI)k V۲︸ ︷︷ ︸
=۰

+ . . .+ ck−۱ (A− λI)k Vk︸ ︷︷ ︸
=۰

+ck (A− λI)k−۱ Vk︸ ︷︷ ︸
̸=۰

= ۰

=⇒ ck = ۰ =⇒ c۱V۱ + . . .+ ck−۱Vk−۱ = ۰.

V۱, . . . , Vk بردارهای بنابراین، .ck = . . . = c۱ = ۰ که ͬ آوریم م بدست فوق، روند دادن ادامه با

هستند. خطͬ مستقل

مقادیر با n × n حقیقͬ ماتریس ͷی A کنید فرض اسمیل). و هرچ (قضیه .۳۷ .۱ قضیه

بردارهای از متشͺل Rn برای پایه ای صورت، این در باشد. {λ۱, λ۲, . . . , λn} حقیقͬ ویژه

P = [v۱ | v۲ | . . . | vn] ماتریس که طوری به دارد وجود {v۱, v۲, . . . , vn} یافته تعمیم ویژه

ͷی N = A− S و S = P diag[λ۱, . . . , λn]P
−۱ آن در که A = S +N و است پذیر وارون

.NS = SN یعنͬ ͬ شود، م جابجا S با که است k ≤ n مرتبه ی از توان پوچ ماتریس

x(۰) = اولیه شرط با ẋ = Ax خطͬ دستگاه جواب قبل، قضیه فرض های تحت .۳۸ .۱ نتیجه

است: زیر شͺل به ،x۰

x(t) = P diag
[
eλ۱t, . . . , eλnt

]
P−۱

[
I + tN + . . .+

tk−۱Nk−۱

(k − ۱)!

]
x۰.

سپس و کنید تجزیه A = S +N صورت به را A =

 −۱ ۱ −۲
۰ −۱ ۴
۰ ۰ ۱

 ماتریس .۳٩ .۱ مثال

بیابید. را eAt
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ͬ کنیم. م تعیین را A مشخصه چندجمله ای ابتدا حل.

pA(t) = det(tI − A) =

∣∣∣∣∣∣
t+ ۱ −۱ ۲
۰ t+ ۱ −۴
۰ ۰ t− ۱

∣∣∣∣∣∣ = (t− ۱)(t+ ۱)۲ = (t− λ۱)
n۱(t− λ۲)

n۲ ,

آن در که

λ۱ = ۱, λ۲ = −۱, n۱ = ۱, n۲ = ۲, k = max{n۱, n۲} = ۲.

بنابراین،

(A− λ۱I)
n۱v۱ = (A− I)v۱ = ۰ =⇒ v۱ = (۰, ۲, ۱)T ,

(A− λ۲I)
n۲v۲ = (A+ I)۲v۲ = ۰ =⇒ v۲ = (۱, ۰, ۰)T v۳ = (۰, ۱, ۰)T .

ͬ دهیم: م قرار حال

P = [v۱ v۲ v۳] =

 ۰ ۱ ۰
۲ ۰ ۱
۱ ۰ ۰

 , P−۱ =

 ۰ ۰ ۱
۱ ۰ ۰
۰ ۱ −۲

 ,
S =

 ۰ ۱ ۰
۲ ۰ ۱
۱ ۰ ۰

 ۱ ۰ ۰
۰ −۱ ۰
۰ ۰ −۱

 ۰ ۰ ۱
۱ ۰ ۰
۰ ۱ −۲

 =

 −۱ ۰ ۰
۰ −۱ ۴
۰ ۰ ۱

 ,
N = A− S =

 ۰ ۱ −۲
۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰

 .
نتیجه، در

N ۲ = ۰, eAt = P diag
[
et, e−t, e−t

]
P−۱ [I + tN ] =

 e−t te−t −۲te−t

۰ e−t ۴ sinh t
۰ ۰ et

 .
■

جردن متعارف فرم قضیه ۵ .۱

مقادیر و λ۱, . . . , λk حقیقͬ ویژه مقادیر با حقیقͬ ماتریس ͷی A کنید فرض .۴۰ .۱ قضیه

صورت، این در باشد. j = k + ۱, . . . , n برای λ̄j = aj − ibj و λj = aj + ibj مختلط ویژه
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یافته تعمیم ویژه بردارهای

v۱, . . . vk, wj = uj + ivj, j = k + ۱, . . . , n

و است R۲n−k برای پایه ای {v۱, . . . , vk, uk+۱, vk+۱, . . . , un, vn} که طوری به دارند وجود

داریم و است پذیر وارون P = [v۱ . . . vk vk+۱ uk+۱ . . . vn un] ماتریس

P−۱AP = diag[B۱, . . . , Br] =


B۱ ۰ ۰ ۰
۰ B۲ ۰ ۰

۰ ۰ . . . ۰
۰ ۰ · · · Br

 ,
شͺل به یا که است مقدماتͬ جردن بلوک ͷی ۱ ≤ j ≤ r برای Bj آن در که

λ ۱ ۰ ۰ ۰
۰ λ ۱ ۰ ۰
۰ ۰ λ ۱ ۰
۰ ۰ ۰ λ ۱
۰ ۰ ۰ ۰ λ


شͺل به یا و است A ماتریس حقیقͬ ویژه مقادیر از ͬͺی λ که است

R I۲ O O O
O R I۲ O O
O O R I۲ O
O O O R I۲
O O O O R


آن در که است

R =

[
a −b
b a

]
, I۲ =

[
۱ ۰
۰ ۱

]
, O =

[
۰ ۰
۰ ۰

]
,

است. A ماتریس مختلط ویژه مقادیر از ͬͺی a± ib و

که داریم قبل، قضیه شرایط تحت .۴۱ .۱ نتیجه

eAt = P diag [eBjt]P−۱.
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آن در که باشد m×m مقدماتͬ جردن بلوک ͷی Bj = λI +N اگر .۴۲ .۱ ملاحظه

N =


۰ ۱ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۱ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۱
۰ ۰ ۰ ۰ ۰


آنگاه است، m مرتبه از توان پوچ ماتریس ͷی

eBjt = eλteNt = eλt [I+ tN+ . . .+
tm−۱

(m− ۱)!
Nm−۱] = eλt



۱ t t۲

۲! · · · tm−۱

(m−۱)!

۰ ۱ t · · · tm−۲

(m−۲)!

۰ ۰ ۱ · · · tm−۳

(m−۳)!
... ... ... ... ...
۰ ۰ · · · ۱ t
۰ ۰ · · · ۰ ۱


.

صورت به ۲m× ۲m مقدماتͬ جردن بلوک ͷی Bj اگر مشابه، نحو به

Bj = diag[R] +N ⊗ I۲

است، بالا در شده تعریف توان پوچ ماتریس همان N و R =

[
a −b
b a

]
آن در که باشد

آنگاه

eBjt = diag [eRt] e(N⊗I۲)t = diag
(
eat
[
cos(bt) − sin(bt)
sin(bt) cos(bt)

])
eNt ⊗ I۲

= eateNt ⊗
[
cos(bt) − sin(bt)
sin(bt) cos(bt)

]
.

شͺل به توابعͬ از خطͬ ترکیب ͷی صورت به x(t) = eAtx۰ جواب از مولفه هر .۴۳ .۱ نتیجه

tkeat cos(bt) یا tkeat sin(bt)

است. A ماتریس ویژه مقادیر از ͬͺی a± ib و ۰ ≤ k ≤ n− ۱ که است

برای آنگاه باشند، منفͬ حقیقͬ قسمت های دارای A ماتریس ویژه مقادیر تمامͬ اگر بنابراین،

که داریم x۰ ∈ Rn هر

lim
t→∞

eAtx۰ = ۰
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زیرا

a < ۰ =⇒ lim
t→∞

tkeat cos(bt) = lim
t→∞

tkeat sin(bt) = ۰.

یا I۲ بلوک های دارای A ماتریس جردن فرم در Bj مقدماتͬ جردن بلوک های اگر .۴۴ .۱ نتیجه

آنگاه نباشند، مثبت A ویژه مقادیر حقیقͬ قسمت های و نباشند اصلͬ قطر بالای در ۱ اعداد

که طوری به دارد وجود M مثبت عدد ،x۰ ∈ Rn هر برای

|eAtx۰| ≤M, ∀ t ≥ ۰.

زیرا

k = ۰, a ≤ ۰ =⇒ است. کراندار تابعͬ جواب از مولفه هر

کمبود اندیس های ۱ .۵ .۱

ویژه مقدار ͷی λ و باشد n× n حقیقͬ ماتریس ͷی A ∈Mn(R) کنید فرض .۴۵ .۱ تعریف

تعریف زیر صورت به کمبود اندیس های صورت، این در باشد. n جبری تکرار با تکراری

ͬ شوند: م

δk = dimker(A− λI)k, k = ۱, ۲, . . . , n.

.(A−λI)k ماتریس سطری یافته کاهش فرم در صفر سطرهای تعداد با است برابر δk واقع، در

اینکه به توجه با

ker(A− λI)k ⊆ ker(A− λI)k+۱,

که داریم

δ۱ ≤ δ۲ ≤ · · · ≤ δn = n.

این در باشد. A جردن فرم در k × k مقدماتͬ جردن بلوک های تعداد υk کنید فرض



جبرخطͬ مفاهیم بر مروری .۱ فصل ۳۰

که ͬ شود م نتیجه δk تعریف و جردن متعارف فرم قضیه از صورت،

δ۱ = υ۱ + υ۲ + . . .+ υn,

δ۲ = υ۱ + ۲υ۲ + . . .+ ۲υn,

δ۳ = υ۱ + ۲υ۲ + ۳υ۳ + . . .+ ۳υn,

...

δn−۱ = υ۱ + ۲υ۲ + ۳υ۳ + . . .+ (n− ۱)υn−۱ + (n− ۱)υn,

δn = υ۱ + ۲υ۲ + ۳υ۳ + . . .+ (n− ۱)υn−۱ + nυn.

برای (B − λI)j آنگاه باشد، k × k مقدماتͬ جردن بلوک ͷی B اگر که است این آن دلیل

بالا روابط از ͬ باشد. م صفر سطر k دارای j ≥ k برای و است صفر سطر j دارای ۱ ≤ j ≤ k

که ͬ شود م نتیجه

υ۱ = ۲δ۱ − δ۲,

υk = ۲δk − δk+۱ − δk−۱, ۲ ≤ k ≤ n− ۱,

υn = δn − δn−۱.

ͬ یابیم. م را شده داده ماتریس های جردن فرم .۴۶ .۱ مثال

(i) A =

 ۱ ۰ ۰
−۲ ۱ ۰
۰ ۱ ۱

 , (ii) A =


۲ ۱ ۴ ۰
۰ ۲ ۱ −۱
۰ ۰ ۲ ۱
۰ ۰ ۰ ۲

 .
دارند. قرار اصلͬ قطر روی ویژه مقادیر پس است، مثلثͬ پایین ماتریس ͷی A چون (i) حل.

همچنین، است. n = ۳ جبری تکرار با تکراری ویژه مقدار ͷی λ = ۱ که ͬ شود م مشاهده

(A− I)۱ =

 ۰ ۰ ۰
−۲ ۰ ۰
۰ ۱ ۰

 , (A− I)۲ =

 ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰
−۲ ۰ ۰

 , (A− I)۳ =

 ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰

 .
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نتیجه، در

δ۱ = dim ker(A− I)۱ = ۱, δ۲ = dim ker(A− I)۲ = ۲, δ۳ = dim ker(A− I)۳ = ۳.

بنابراین،

υ۱ = ۲δ۱ − δ۲ = ۰, υ۲ = ۲δ۲ − δ۳ − δ۱ = ۰, υ۳ = δ۳ − δ۲ = ۱.

پس

A جردن فرم = J =

 ۱ ۱ ۰
۰ ۱ ۱
۰ ۰ ۱

 .
طوری به دارد وجود P = [V۱ V۲ V۳] پذیر وارون ماتریس جردن، متعارف فرم قضیه به توجه با

که ͬ شود م نتیجه AP = PJ رابطه از حال .P−۱AP = J که

(A− I)V۱ = ۰ =⇒ V۱ = (۰, ۰, ۱)T .

(A− I)V۲ = V۱ =⇒ V۲ = (۰, ۱, ۰)T .

(A− I)V۳ = V۲ =⇒ V۳ = (− ۱
۲
, ۰, ۰)T .

بنابراین،

P =

 ۰ ۰ − ۱
۲

۰ ۱ ۰
۱ ۰ ۰

 , P−۱ =

 ۰ ۰ ۱
۰ ۱ ۰
−۲ ۰ ۰

 .
مستقل که است یافته تعمیم ویژه بردارهای از ۳ بطول زنجیر ͷی {V۱, V۲, V۳} که کنید دقت

ͬ دهد. م تشͺیل R۳ فضای برای پایه ͷی و است خطͬ

دارند. قرار اصلͬ قطر روی ویژه مقادیر پس است، مثلثͬ بالا ماتریس ͷی A چون .(ii)

است. A ماتریس از n = ۴ جبری تکرار با تکراری ویژه مقدار ͷی λ = ۲ که ͬ شود م مشاهده
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همچنین،

(A− ۲I)۱ =


۰ ۱ ۴ ۰
۰ ۰ ۱ −۱
۰ ۰ ۰ ۱
۰ ۰ ۰ ۰

 , (A− ۲I)۲ =


۰ ۰ ۱ ۳
۰ ۰ ۰ ۱
۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰

 ,

(A− ۲I)۳ =


۰ ۰ ۰ ۱
۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰

 , (A− ۲I)۴ = ۰.

نتیجه، در

δ۱ = dim ker(A−I)۱ = ۱, δ۲ = dim ker(A−I)۲ = ۲, δ۳ = dim ker(A−I)۳ = ۳, δ۴ = ۴.

بنابراین،

υ۱ = ۲δ۱ − δ۲ = ۰, υ۲ = ۲δ۲ − δ۳ − δ۱ = ۰, υ۳ = ۲δ۳ − δ۴ − δ۲ = ۰, υ۴ = δ۴ − δ۳ = ۱.

پس

A جردن فرم = J =


۲ ۱ ۰ ۰
۰ ۲ ۱ ۰
۰ ۰ ۲ ۱
۰ ۰ ۰ ۲

 .
به دارد وجود P = [V۱ V۲ V۳ V۴] پذیر وارون ماتریس جردن، متعارف فرم قضیه به توجه با

که ͬ شود م نتیجه AP = PJ رابطه از حال .P−۱AP = J که طوری

(A− ۲I)V۱ = ۰ =⇒ V۱ = (۱, ۰, ۰, ۰)T .

(A− ۲I)V۲ = V۱ =⇒ V۲ = (۰, ۱, ۰, ۰)T .

(A− ۲I)V۳ = V۲ =⇒ V۳ = (۰,−۴, ۱, ۰)T .

(A− ۲I)V۴ = V۳ =⇒ V۴ = (۰, ۱۲,−۳, ۱)T .

بنابراین،

P =


۱ ۰ ۰ ۰
۰ ۱ −۴ ۱۲
۰ ۰ ۱ −۳
۰ ۰ ۰ ۱

 , P−۱ =


۱ ۰ ۰ ۰
۰ ۱ ۴ ۰
۰ ۰ ۱ ۳
۰ ۰ ۰ ۱

 .



۳۳ تمرینات .۶ .۱

که است یافته تعمیم ویژه بردارهای از ۴ بطول زنجیر ͷی {V۱, V۲, V۳, V۴} که کنید دقت

■ ͬ دهد. م تشͺیل R۴ فضای برای پایه ͷی و است خطͬ مستقل

تمرینات ۶ .۱

نشان باشد، ∥ T − I ∥< ۱ خاصیت با Rn در خطͬ تبدیل ͷی T : Rn → Rn اگر .۱

است. همͽرا T−۱ به
∞∑
k=۰

(I − T )k سری و است پذیر وارون T دهید

که دهید نشان باشد. Rn در خطͬ تبدیل ͷی T : Rn → Rn کنید فرض .۲

||T || = max
|x|=۱

|T (x)| = sup
x ̸=۰

|T (x)|
|x|

.

کنید. محاسبه را T (x, y) = (x+ ۲y, ۳y) ضابطه ی با T : R۲ → R۲ خطͬ عملͽر نرم .۳

و ||T || > ۰ آنگاه باشد، پذیر وارون خطͬ تبدیل ͷی T : Rn → Rn اگر که دهید نشان .۴

||T−۱|| ≥ ۱
||T ||

.

مقدار با متناظر T : Rn → Rn خطͬ عملͽر از ویژه بردار ͷی v اگر که دهید نشان .۵

است. eT از ویژه بردار ͷی v آنگاه باشد، λ ویژه

که دهید نشان باشد. منفͬ ویژه مقدار ͷی دارای A مربعͬ ماتریس کنید فرض .۶

که طوری به است x(t) غیربدیهͬ جواب ͷی حداقل دارای ẋ = Ax خطͬ دستگاه

.limt→+∞ x(t) = ۰

.eA+B ̸= eAeB که بیابید طوری را A,B ∈M۲×۲(R) ماتریس های .۷



جبرخطͬ مفاهیم بر مروری .۱ فصل ۳۴



۲ فصل

دیفرانسیل معادلات بر مقدمه ای

آن انواع شدیم. آشنا دیفرانسیل معادلات با کارشناسͬ، دوره ی دیفرانسیل معادلات درس در

مطالب این نیاز، فراخور به فصل، این در آموختیم. را آن ها از ͷی هر حل روش و شناختیم را

کرد. خواهیم بازگو را آن ها از خواصͬ و نموده یادآوری را

دیفرانسیل معادلات ۱ .۲

مجهول تابع مشتقات و متغیرها این به وابسته مجهول تابع مستقل، متغیر های بین رابطه هر

هستند. دیفرانسیل معادلات از مثال هایی زیر، روابط ͬ نامیم. م دیفرانسیل معادله ͷی را

x′′ + ۲tx′ + sin(t)x− ۱ = ۰, x = x(t),

∂۲u

∂y۲
+
∂۲u

∂t۲
+ ۲ = ۰, u = u(t, y).

معادله باشد، وابسته مستقل متغیر ͷی به تنها دیفرانسیل معادله ͷی در مجهول تابع اگر

باشد، وابسته مستقل متغیر ͷی از بیش به اگر و (ODE) عادی دیفرانسیل معادله ͷی را

ͬ نامیم. م (PDE) جزئͬ دیفرانسیل معادله ͷی را معادله

داریم. سروکار عادی دیفرانسیل معادلات با درس این در

ͬ شود م ظاهر معادله در که مشتق مرتبۀ بالاترین دیفرانسیل) معادلات (مرتبه ی .۱ .۲ تعریف

۳۵



دیفرانسیل معادلات بر مقدمه ای .۲ فصل ۳۶

هستند. چهار و دو مرتبه از ترتیب، به زیر، معادلات مثال، عنوان به گوئیم. معادله مرتبۀ را

t۲y′′ + ۳ty′ + y = ۱,

y(۴) − ety′′ + sin(y) = ln(۱+ t۲).

نوشت: زیر صورت به ͬ توان م را n مرتبه از دیفرانسیل معادله ͷی کلͬ، حالت در

F (t, y, y′, . . . , y(n)) = ۰.

شͺل به آنرا و آورد بدست معادله این حل از صریح بطور ͬ توان م را y(n) کنید فرض حال

متغیرهای معرفͬ با صورت، این در نوشت. y(n) = f(t, y, . . . , y(n−۱))

x۱ = y, x۲ = y′, xn = y(n−۱),

است. اول مرتبۀ دیفرانسیل معادله n شامل که ͬ شود م تبدیل زیر دستگاه به معادله، این
x′۱ = x۲

x′۲ = x۳
...

x′n = y(n) = f(t, x۱, x۲, . . . , xn)

است: زیر به صورت Rn در اول مرتبۀ دیفرانسیل معادلات دستگاه ͷی ͬ تر، کل حالت در
x′۱ = f۱(t, x۱, . . . , xn)

x′۲ = f۲(t, x۱, . . . , xn)
...

x′n = fn(t, x۱, . . . , xn)

(۱ .۲)

صورت به را f(t,X) و X بردارهای اگر

X =

x۱(t)
...

xn(t)

 , f(t,X) =

f۱(t,X)
...

fn(t,X)

 ,
آن در که نوشت، Ẋ = X ′ = f(t,X) شͺل به ͬ توان م را (۱ .۲) دستگاه آنگاه کنیم، تعریف

گرفته نظر در زمان متغیر معمولا˟ که مستقل، متغیر t مجهول، تابع X : I ⊆ R −→ Rn

است. برداری میدان ͷی f(t,X) : R× Rn −→ Rn و ͬ شود، م



۳۷ دیفرانسیل معادلات .۱ .۲

میدان اگر گوییم خودگردان را Ẋ = f(t,X) دستگاه خودگردان) (دستگاه .۲ .۲ تعریف

این غیر در باشد. Ẋ = f(X) یعنͬ نباشد، وابسته t زمان به صریح طور به f برداری

خودگردان ترتیب، به زیر، دستگاه های مثال، عنوان به ͬ نامیم. م غیرخودگردان را آن صورت،

هستند. غیرخودگردان }و
ẋ۱ = x۱ − x۲ + t

ẋ۲ = x۲
۱ + x۲ − et

{
ẋ۱ = x۲ + sin(x۱)

ẋ۲ = x۲
۱ − x۱x۲

به ،xn+۱ = t متغیر معرفͬ با ͬ توان م را Ẋ = f(t,X) غیرخودگردان دستگاه .۳ .۲ تذکر

خودگردان }دستگاه
Ẋ = f(xn+۱, X)

ẋn+۱ = ۱

خودگردان دستگاه ͷی به تبدیل قابل Rn در غیرخودگردان دستگاه هر بنابراین، کرد. تبدیل

ͬ کنیم. م کار Ẋ = f(X) خودگردان دستگاه با بعد، به این از لذا است. Rn+۱ در

ͷی از منظور ͬ گیریم. م نظر در Rn در را Ẋ = f(X) دستگاه دستگاه) (جواب .۴ .۲ تعریف

صدق Ẋ = f(X) معادلۀ در که است X : R −→ Rn برداری تابع دستگاه، این از جواب

ͬ کند.  م

x = ۳et همچنین، است. ẋ = x اسͺالر معادله ی از جواب ͷی x = et اسͺالر تابع .۵ .۲ مثال

ثابت ͷی k که ͬ باشد م معادله این عمومͬ جواب x = ket واقع، در است. جواب ͷی نیز

است. دلخواه

گرفتن نظر در بدون دستگاه، جواب شͺل ͬ ترین کل دستگاه) عمومͬ (جواب .۶ .۲ تعریف

عمومͬ جواب دقیق تر، به عبارت گوییم. دستگاه عمومͬ جواب را معادلات برای شرطͬ هیچ

است. وابسته دلخواه ثابت n به Rn در Ẋ = f(X) دستگاه

معادلات دستگاه اولیه) مقدار (مساله .۷ .۲ }تعریف
Ẋ = f(X)

X(t۰) = C
(۲ .۲)



دیفرانسیل معادلات بر مقدمه ای .۲ فصل ۳۸

جواب و شده اعمال عمومͬ جواب روی بر که است اولیه ای شرط X(t۰) = C آن در که

ͬ نامند. م اولیه مقدار مساله ی ͷی ͬ دهد، م بدست را خصوصͬ

ͬ شود: م مطرح زیر سؤالات (۲ .۲) دستگاه مورد در

است. خیر پاسخ قطعا، است؟ جواب دارای همیشه اخیر معادلۀ آیا .۱

جواب خاصͬ شرایط تحت یͺتاست؟ جواب این آیا باشد، جواب دارای معادله اگر .۲

یͺتاست.

بیابیم؟ را جواب چͽونه .۳

مجانبی) یا هندسͬ (رفتار کیفͬ رفتار ͬ توانیم م آیا کنیم،  حل را معادله نتوانستیم اگر .۴

کنیم؟ بررسͬ آن دانستن بدون را جواب

جواب یͺتایی و وجود قضیۀ ۲ .۲

این ͬ پردازیم. م Ẋ = f(t,X) معادلۀ جواب یͺتایی و وجود قضیۀ بیان به بخش، این در

یͺتایی وجود برای شرایط همین نیز ͬ تر کل حالت در ͬ کنیم. م بیان X ∈ R برای را قضیه

کافیست.

λf > ۰ هرگاه گویند لیپ شیتز را f : Rn −→ Rm پیوسته تابع لیپ شیتز) (شرط .۸ .۲ تعریف

باشیم: داشته x, y ∈ Rn هر برای که باشد موجود

|f(x)− f(y)| ≤ λf |x− y|.

ͬ نامند. م Rn در f لیپ شیتز ثابت را λf مثبت عدد

است. مفروض زیر اولیه مقدار مسئله ی جواب) یͺتایی و (وجود .٩ .۲ }قضیه
ẋ = f(t, x), x ∈ R
x(t۰) = x۰ ∈ R

(۳ .۲)



۳۹ جواب یͺتایی و وجود قضیۀ .۲ .۲

Daپیوسته =
[
t۰−a, t۰+a

]
×
[
x۰−a, x۰+a

]
مستطیل روی f تابع که باشد موجود a > ۰ اگر

اولیه مقدار مسئله ی که طوری به است موجود b < a آنگاه باشد، لیپ شیتز پیوسته x به نسبت و

x :
[
t۰−b, t۰+b

]
−→ R یͺتای تابع یعنͬ یͺتاست؛ جوابی دارای [t۰−b, t۰+b] بازه روی (۳ .۲)

را x به نسبت بودن شیتز لیپ  شرط ͬ توان م علاوه به ͬ کند. م صدق (۳ .۲) در که دارد وجود

کرد. جایͽزین باشد، پیوسته ∂f
∂x

که شرط این با

f : تابع که ͬ شود م گفته باشد. Rn از باز زیرمجموعه ی ͷی E کنید فرض .۱۰ .۲ تعریف

به باشد داشته وجود K مثبت ثابت اگر ͬ کند م صدق E روی لیپ شیتز شرط در E −→ Rn

،x, y ∈ E هر برای که طوری

|f(x)− f(y)| ≤ K|x− y|.

از ͬͽهمسای‐ε ͷی x۰ ∈ E نقطه هر برای اگر ͬ شود م نامیده شیتز لیپ موضعا E در f تابع

،x, y ∈ Nε(x۰) هر برای که طوری به باشند داشته وجود K۰ > ۰ ثابت ͷی و Nε(x۰) ⊂ E ،x۰

|f(x)− f(y)| ≤ K۰|x− y|.

است، ε شعاع و x۰ مرکز به Rn در باز گوی ͷی ،x۰ ∈ Rn نقطه از ͬͽهمسای‐ε ͷی از منظور

یعنͬ

Nε(x۰) = {x ∈ Rn : |x− x۰| < ε}.

در .f : E −→ Rn کنید فرض و باشد Rn از باز زیرمجموعه ی ͷی E کنید فرض .۱۱ .۲ لم

است. لیپ شیتز موضعا E در f آنگاه ،f ∈ C ۱(E) اگر صورت این

وجود ε > ۰ ͷی ،x۰ ∈ E برای پس است، Rn از باز زیرمجموعه ی ͷی E چون اثبات.

مجموعه روی Df(x) پیوسته تابع ماگزیمم K کنید فرض .Nε(x۰) ⊂ E که طوری به دارد

یعنͬ باشد، |x− x۰| ≤ ε
۲ فشرده

K = max
|x−x۰|≤ ε

۲

||Df(x)||.



دیفرانسیل معادلات بر مقدمه ای .۲ فصل ۴۰

که ͬ دهد م نتیجه این .u = y−x دهید قرار x, y ∈ N۰ برای و N۰ = N ε
۲
(x۰) کنید تعریف

F : [۰, ۱] −→ Rn تابع حال است. محدب مجموعه ͷیN۰ چون ۰ ≤ s ≤ ۱ برای x+su ∈ N۰

زنجیره ای، قاعده طبق صورت، این در کنید. تعریف F (s) = f(x+ su) ضابطه با را

F ′(s) = Df(x+ su)u.

بنابراین،

f(y)− f(x) = F (۱)− F (۰) =
∫ ۱

۰
F ′(s)ds =

∫ ۱

۰
Df(x+ su)u ds.

نتیجه، در

|f(y)− f(x)| ≤
∫ ۱

۰
|Df(x+ su)u| ds ≤

∫ ۱

۰
||Df(x+ su)|| |u| ds ≤ K|u| = K|y − x|.

■ ͬ باشد. م K شیتز لیپ ثابت با شیتز لیپ پیوسته E در f پس

Rn از باز زیرمجموعه ی ͷی E کنید فرض یͺتایی) و وجود اساسͬ (قضیه .۱۲ .۲ قضیه

طوری به دارد وجود a > ۰ ͷی صورت، این در .f ∈ C ۱(E) کنید فرض و باشد x۰ حاوی

اولیه مقدار مسئله که

ẋ = f(x), x(۰) = x۰

است. [−a, a] بازه روی یͺتا جوابی دارای

ثابت و Nε(x۰) ⊂ E ͬͽهمسای که ͬ شود م نتیجه قبل لم از ،f ∈ C ۱(E) چون اثبات.

داریم ،x, y ∈ Nε(x۰) هر برای که دارند وجود چنان K > ۰

|f(x)− f(y)| ≤ K|x− y|.

فشرده مجموعه روی f(x) پیوسته تابع صورت این در .b = ε
۲ ͬ دهیم م قرار

N۰ = {x ∈ Rn : |x− x۰| ≤ b}



۴۱ جواب یͺتایی و وجود قضیۀ .۲ .۲

آن بیان از که است طولانͬ اثبات بقیه .M = max
x∈N۰

|f(x)| ͬ دهیم م قرار است. کراندار

ͬ آید م بدست زیر صورت به a مقدار اما ͬ شود. م خودداری

۰ < a < min{ b
M
,
۱
K

}.

■

داشت: خواهیم آنگاه بͽیریم، انتگرال t متغیر به نسبت ẋ = f(t, x) معادلۀ طرفین از اگر

x(t)− x(t۰) =

∫ t

t۰

f(s, x(s))ds =⇒ x(t) = x۰ +

∫ t

t۰

f(s, x(s))ds. (۴ .۲)

با هستند. یͺسان (۴ .۲) انتگرالͬ معادله جواب و (۳ .۲) دیفرانسیل معادله جواب بنابراین،

را است، معروف پیͺارد تکرار دنباله ی به که زیر بازگشتͬ دنبالۀ معادله، این از استفاده

ͬ سازیم: م

x۰(t) = x۰

x۱(t) = x۰ +

∫ t

t۰

f(s, x۰(s))ds

x۲(t) = x۰ +

∫ t

t۰

f(s, x۱(s))ds

...

xn+۱(t) = x۰ +

∫ t

t۰

f(s, xn(s))ds

پس ͬ کند. م میل (۳ .۲) اولیه مقدار مساله جواب به که است توابع از دنباله ای فوق، دنباله ی

رسید. (۳ .۲) اولیه مقدار مساله جواب به ͬ توان م دنباله این از استفاده با

کنید. حل را زیر در شده داده اولیه مقدار مسائل پیͺارد، تکرار دنباله از استفاده با .۱۳ .۲ }مثال
ẋ = ۲x
x(۰) = ۱

.۱



دیفرانسیل معادلات بر مقدمه ای .۲ فصل ۴۲

ͬ نویسیم: م انتگرالͬ به صورت را معادله ابتدا حل.

x(t) = x(۰) +
∫ t

۰
۲x(s)ds = ۱+ ۲

∫ t

۰
x(s)ds.

ͬ دهیم: م تشͺیل را پیͺارد تکرار دنبالۀ حال

x۰(t) = ۱

x۱(t) = ۱+ ۲
∫ t

۰
x۰(s)ds = ۱+ ۲

∫ t

۰
ds = ۱+ ۲t

x۲(t) = ۱+ ۲
∫ t

۰
x۱(s)ds = ۱+ ۲

∫ t

۰
(۱+ ۲s)ds = ۱+ ۲t+

(۲t)۲

۲!

x۳(t) = ۱+ ۲
∫ t

۰
x۲(s)ds = ۱+ ۲

∫ t

۰
(۱+ ۲s+

(۲t)۲

۲
)ds = ۱+ ۲t+

(۲t)۲

۲!
+

(۲t)۳

۳!
...

xn(t) = ۱+ ۲t+
(۲t)۲

۲!
+

(۲t)۳

۳!
+ . . .+

(۲t)n

n!
=

n∑
k=۰

(۲t)k

k!

با: است برابر اولیه مقدار مساله جواب نتیجه، در

x(t) = lim
n→∞

xn(t) =
∞∑
k=۰

(۲t)k

k!
= e۲t.

■

{
ẋ = x+ ۲
x(۰) = ۱

.۲

ͬ نویسیم: م انتگرالͬ معادلۀ به صورت را معادله حل.

x(t) = x(۰) +
∫ t

۰
(x(s) + ۲)ds = ۱+ ۲t+

∫ t

۰
x(s)ds.



۴۳ جواب یͺتایی و وجود قضیۀ .۲ .۲

ͬ دهیم: م تشͺیل را پیͺارد تکرار دنبالۀ حال

x۰(t) = ۱

x۱(t) = ۱+ ۲t+
∫ t

۰
ds = ۱+ ۳t

x۲(t) = ۱+ ۲t+
∫ t

۰
(۱+ ۳s)ds = ۱+ ۳t+

۳
۲
t۲

x۳(t) = ۱+ ۲t+
∫ t

۰
(۱+ ۳s+

۳
۲
s۲)ds = ۱+ ۳t+

۳
۲
t۲ +

۱
۲
t۳

...

xn(t) = ۱+ ۳
(
t+

t۲

۲!
+
t۳

۳!
+ . . .+

tn

n!

)
= ۱+ ۳

n∑
k=۱

tk

k!

با: است برابر اولیه مقدار مساله جواب نتیجه، در

x(t) = lim
n→∞

xn(t) = ۱+ ۳
∞∑
k=۱

tk

k!
= ۱+ ۳(et − ۱).

■

{
ẋ = ۲tx
x(۰) = ۱

.۳

است: زیر صورت به فوق معادله با متناظر انتگرالͬ معادلۀ حل.

x(t) = x(۰) +
∫ t

۰
۲sx(s)ds = ۱+ ۲

∫ t

۰
sx(s)ds.



دیفرانسیل معادلات بر مقدمه ای .۲ فصل ۴۴

ͬ دهیم: م تشͺیل را مربوطه پیͺارد تکرار دنبالۀ

x۰(t) = ۱

x۱(t) = ۱+ ۲
∫ t

۰
sds = ۱+ t۲

x۲(t) = ۱+ ۲
∫ t

۰
s(۱+ s۲)ds = ۱+ t۲ +

t۴

۲

x۳(t) = ۱+ ۲
∫ t

۰
s(۱+ s۲ +

s۴

۲
)ds = ۱+ t۲ +

t۴

۲
+
t۶

۳!
...

xn(t) = ۱+ t۲ +
t۴

۲
+
t۶

۳!
+ . . .+

t۲n

n!
=

n∑
k=۰

(t۲)k

k!

با: است برابر اولیه مقدار مساله جواب نتیجه، در

x(t) = lim
n→∞

xn(t) =
∞∑
k=۰

(t۲)k

k!
= et

۲
.

■

{
ẋ = ۲t(۱− x)

x(۰) = ۲
.۴

است: زیر صورت به فوق معادله با متناظر انتگرالͬ معادلۀ حل.

x(t) = ۲+ ۲
∫ t

۰
s(۱− x(s))ds.



۴۵ دیفرانسیل معادلات حل روش .۳ .۲

ͬ دهیم: م تشͺیل را مربوطه پیͺارد تکرار دنبالۀ حال

x۰(t) = ۲

x۱(t) = ۲+ ۲
∫ t

۰
(−s)ds = ۲− t۲

x۲(t) = ۲+ ۲
∫ t

۰
(−s+ s۳)ds = ۲− t۲ +

t۴

۲

x۳(t) = ۲+ ۲
∫ t

۰
s(−۱+ s۲ − s۴

۲
)ds = ۲− t۲ +

t۴

۲
− t۶

۶
...

xn(t) = ۲− t۲×۱ +
t۲×۲

۲!
− t۲×۳

۳!
+ . . .+ (−۱)n

t۲n

n!
= ۱+

n∑
k=۰

(−۱)kt۲k

k!

با: است برابر اولیه مقدار مساله جواب پس

x(t) = lim
n→∞

xn(t) = ۱+
∞∑
k=۰

(−t۲)k

k!
= ۱+ e−t۲ .

■

دیفرانسیل معادلات حل روش ۳ .۲

صورت به ͬ توان م را ͷی از بیشتر مرتبه از دیفرانسیل معادله هر که دیدیم قبل بخش در

معادلات حل روش تا است لازم بنابراین نوشت. اول مرتبه دیفرانسیل معادلات دستگاه

کرده دسته بندی را اول مرتبه معادلات بخش، این در کار این برای کنیم. بررسͬ را اول مرتبه

کرد. خواهیم بیان تفصیل به را هرکدام حل روش و

تفکیͷ پذیر(جداشدنͬ) معادلات ۱ .۳ .۲

را f(t, x) تابع بتوان هرگاه گوئیم جداشدنͬ یا تفکیͷ پذیر را ẋ = f(t, x) دیفرانسیل معادله

داشت: خواهیم صورت این در نوشت. f(t, x) = p(t)q(x) صورت به 

ẋ = p(t)q(x) =⇒ dx

dt
= p(t)q(x) =⇒ dx

q(x)
= p(t)dt. (۵ .۲)



دیفرانسیل معادلات بر مقدمه ای .۲ فصل ۴۶

آنگاه ،q(x۰) = ۰ که باشد چنان x۰ اگر اما باشد. صفر نباید کسر مخرج که کنید توجه

ͬ نامیم. م تعادل نقطه یا تعادلͬ جواب ͷی را آن که است معادله جواب خود x(t) = x۰

ͬ آید، دست م به  معادله جواب ۵ .۲ رابطۀ طرف دو از انتگرال گیری با ∫حال
dx

q(x)
=

∫
p(t)dt+ c.

کنید. حل را ẋ = ۲tx دیفرانسیل معادله .۱۴ .۲ مثال

که چرا است، شدنͬ جدا یا تفکیͷ پذیر معادله ی ͷی معادله این حل.

ẋ = ۲tx =⇒ dx

dt
= ۲tx =⇒ dx

x
= ۲t dt.

داریم: اخیر معادله طرف دو از انتگرال گیری با و x ̸= ۰ فرض ∫با
dx

x
=

∫
۲t dt+ c۱ =⇒ ln |x| = t۲ + c۱ =⇒ |x| = et

۲+c۱ =⇒ x = c۲e
t۲ = x(t).

■ ͬ باشد. م معادله تعادلͬ جواب نیز x(t) = ۰ که کنید توجه

آورید. دست به  را زیر اولیه مقدار مسئله جواب .۱۵ .۲ }مثال
(lnx) ẋ sec t = x, x > ۰
x(π۲ ) = e > ۱

زیرا است تفکیͷ پذیر معادله، این وضوح، به حل.

(lnx)
dx

dt
sec t = x =⇒ lnx

x
dx = cos t dt.

داریم: معادله طرف دو از انتگرال گیری ∫با
lnx

x
dx =

∫
cos t dt+ c۱ =⇒ ۱

۲
ln۲ x = sin t+ c۱, x(

π

۲
) = e =⇒ ۱

۲
ln۲ x = sin t− ۱

۲

=⇒ ln۲ x = ۲ sin t− ۱ =⇒ lnx = +
√
۲ sin t− ۱ =⇒ x = e

√
۲ sin t−۱ = x(t), t ∈ (

π

۶
,
۵π
۶
).

■

متغیر تغییر از استفاده با ẋ = f(ax + b t + c) شͺل به دیفرانسیل معادلات .۱۶ .۲ نکته

ͬ شوند. م تبدیل تفکیͷ پذیر معادلۀ ͷی به u = ax+ b t+ c



۴۷ دیفرانسیل معادلات حل روش .۳ .۲

ساز انتگرال عامل و اول مرتبۀ خطͬ معادلات ۲ .۳ .۲

ͬ شود م نامیده اول مرتبه خطͬ ẋ = f(t, x) غیرخودگردان دیفرانسیل معادله .۱۷ .۲ تعریف

دیفرانسیل معادله هر بنابراین، .f(t, x) = a(t)x+b(t) یعنͬ باشد، خطͬ x به نسبت f هرگاه

b(t) و a(t) آن در که نوشت ẋ+ a(t)x = b(t) صورت به  همیشه ͬ توان م را اول مرتبه خطͬ

هستند. پیوسته I بازه ͷی بر

µ(t) تابع در را معادله اول ͬ کنیم. م استفاده انتگرال ساز عامل از معادلات این حل برای

دو از سپس و ͬ کنیم م ضرب است) معروف ساز انتگرال عامل به و است نامشخص فعلا (که

انتگرال محاسبه برای جزء به جزء روش از و ͬ گیریم م انتگرال t متغیر به نسبت معادله طرف

داریم پس ͬ کنیم. م استفاده اول

µ(t)ẋ(t) + µ(t)a(t)x(t) = µ(t)b(t) =⇒
∫
µ(t)ẋ(t) dt+

∫
µ(t)a(t)x(t) dt =

∫
µ(t)b(t) dt

=⇒ µ(t)x(t)−
∫
x(t) dµ(t) +

∫
µ(t)a(t)x(t) dt =

∫
µ(t)b(t) dt

=⇒ µ(t)x(t) +

∫
[µ(t)a(t)− µ′(t)]x(t) dt =

∫
µ(t)b(t) dt.

یعنͬ باشد، نداشته وجود انتگرال اخیر معادله در که ͬ کنیم م انتخاب طوری را µ(t) تابع اکنون

نتیجه، در .µ(t)a(t)− µ′(t) = ۰ عبارتͬ به یا و باشد صفر انتگرال جواب

µ′(t) = µ(t)a(t) =⇒ dµ

dt
= µ a(t) =⇒ dµ

µ
= a(t) dt

=⇒
∫
dµ

µ
=

∫
a(t) dt =⇒ lnµ =

∫
a(t) dt =⇒ µ = e

∫
a(t)dt = µ(t).

ͬ شود: م تبدیل زیر معادله به قبلͬ معادله انتخاب، این با بنابراین،

µ(t)x(t) =

∫
µ(t)b(t)dt =⇒ x(t) =

∫
µ(t)b(t)dt

µ(t)
.

.۱۸ .۲ نتیجه

ẋ+ a(t)x = b(t) =⇒ µ(t) = e
∫
a(t)dt, x(t) =

∫
µ(t)b(t)dt

µ(t)
.



دیفرانسیل معادلات بر مقدمه ای .۲ فصل ۴۸

ͬ کنیم. م حل مثال چند فرمول، این ͷکم به حال

کنید. حل را ẋ− ۲x = t۳e۲t اول مرتبه خطͬ دیفرانسیل معادله .۱٩ .۲ مثال

جواب لذا ͬ باشد. م µ(t) = e
∫
a(t)dt = e−۲t صورت به معادله این ساز انتگرال عامل حل.

از: است عبارت معادله

x(t) =

∫
µ(t)b(t)dt

µ(t)
=

∫
t۳dt

e−۲t = e۲t
(
t۴

۴
+ c

)
.

■

کنید. حل را ẋ+ ۲x tan t = t۲ cos t sin(۲t) اول مرتبه خطͬ دیفرانسیل معادله .۲۰ .۲ مثال

است: زیر صورت به معادله این ساز انتگرال عامل حل.

µ(t) = e
∫
a(t)dt = e

∫
۲ tan t dt = e۲

∫
sin t
cos t

dt = e−۲ ln cos t = (eln cos t)−۲ = (cos t)−۲ =
۱

cos۲ t
.

از: است عبارت معادله جواب لذا

x(t) =

∫
µ(t)b(t)dt

µ(t)
= cos۲ t

∫
۲t۲ sin t dt = ۲ cos۲ t

(
۲ cos t− t۲ cos t+ ۲t sin t+ c

)
.

■

کنید. حل را tẋ− ۳x = t۴ sin۲ t+ t۴ − t۶ دیفرانسیل معادله .۲۱ .۲ مثال

شود: نوشته زیر شͺل به تا ͬ کنیم م تقسیم t بر را معادله اول حل.

ẋ− ۳
t
x = t۳ sin۲ t+ t۳ − t۵ =⇒ a(t) = −۳

t
, b(t) = t۳ sin۲ t+ t۳ − t۵.

لذا ͬ باشد. م µ(t) = e
∫
− ۳

t
dt = e−۳ ln t = t−۳ صورت به معادله ساز انتگرال عامل حال

از: است عبارت معادله جواب

x(t) =

∫
µ(t)b(t)dt

µ(t)
= t۳

∫
(sin۲ t+ ۱− t۲)dt = t۳

(
۳t
۲
− t۳

۳
− ۱

۴
sin(۲t) + c

)
.

■



۳ فصل

خودگردان اسͺالر معادلات

ͷی جواب های کیفͬ بررسͬ دیفرانسیل، معادلات مقدماتͬ یا کیفͬ نظریه در اصلͬ هدف

اهمیت از آنها مجانبی رفتار و جواب ها هندسه مطالعه کاربردها، در است. دیفرانسیل معادله

معادله ͷی جواب ͬ های منحن هندسه تعیین فصل، این در ما هدف است. برخوردار ویژه ای

معادله باشد. پیوسته تابع ͷی f : R −→ R گیریم ͬ باشد. م R در خودگردان دیفرانسیل

نظر در x(۰) = x۰ ∈ R اولیۀ شرط با همراه را ،x ∈ R که ،ẋ = f(x) خودگردان اسͺالر

برای زیرا داریم، سروکار شدنͬ) (جدا تفکیͷ پذیر معادلۀ ͷی با صورت، این در ͬ گیریم. م

داریم ،f(x) ̸= ۰ که x هر

dx

dt
= f(x) =⇒ dx

f(x)
= dt =⇒

∫ x

x۰

du

f(u)
=

∫ t

۰
dτ = t. (۱ .۳)

معادله ی مثلا، است. غیرممͺن گاهͬ حتͬ و نیست ساده همیشه فوق، انتگرال محاسبه ی

است ممͺن باشد، امͺان پذیر هم انتگرال محاسبه ی اگر حتͬ است. نوع این از مثالͬ ẋ = ex
۲

ẋ = cos x معادله ی ͬ توان م مورد این برای که نوشت صریح بطور به را معادله جواب نتوان

که ͬ آید درم ln
secx+ tanx

secx۰ + tanx۰
= t صورت به انتگرال حل از پس آن جواب که زد مثال را

پس کنیم. بیان t برحسب صریح بطور را x ͬ توانیم نم و است  ͬ ضمن جواب ͷی ͬ بینیم م

فرم دیͽر، طرف از نیست. امͺان پذیر همیشه خودگردان اسͺالر معادله ی صریح حل ، عملا́

در که است جواب هندسه است مهم که آنچه و ندارد اهمیتͬ کاربردی لحاظ از جواب بسته

۴۹



خودگردان اسͺالر معادلات .۳ فصل ۵۰

حل بدون تا دهیم ارائه راهͺارهایی ͬ خواهیم م فصل، این در ͬ کند. م پیدا اهمیت کاربردها

از مفیدی اطلاعات و کنیم بررسͬ را معادله جواب هندسͬ رفتار آن، جواب یافتن و معادله

غیره. و جواب، پایداری بی نهایت ، در جواب مجانبی رفتار مانند اطلاعاتͬ آوریم. بدست آن

هرگاه ͬ نامیم م ẋ = f(x) معادله از تعادل نقطۀ  ͷی را x⋆ نقطۀ تعادل) (نقطه .۱ .۳ تعریف

دیͽری تعادل نقطه هیچ اگر گوییم ایزوله یا منزوی تعادل نقطه ͷی را x⋆ به علاوه، .f(x⋆) = ۰

x ∈ (x⋆− δ, x⋆+ δ) \ {x⋆} هر برای بطوریͺه باشد موجود δ > ۰ یعنͬ نباشد. آن ͬͺنزدی در

ثابت تابع که است روشن آنگاه باشد، تعادل نقطه ͷی x⋆ اگر .f(x) ̸= ۰ باشیم داشته

بنابراین، ͬ شود. م نامیده تعادلͬ جواب ͷی که است معادله از بدیهͬ جواب ͷی x(t) = x⋆

هستند. معادله ثابت جواب های با متناظر تعادل نقاط

هر برای اگر ͬ شود، م نامیده لیاپانوف پایدار x(t) جواب لیاپانوف) (پایداری .۲ .۳ تعریف

خاصیت با y(t) مثل دیͽر جواب هر برای که طوری به δ(ε) = δ > ۰ باشد داشته وجود ε > ۰

است ناپایدار x(t) جواب .t ≥ ۰ هر برای |x(t)− y(t)| < ε باشیم داشته |x(۰)− y(۰)| < δ

لیاپانوف پایدار اولا هرگاه ͬ شود م نامیده مجانبی پایدار x(t) جواب نباشد. پایدار هرگاه

خاصیت با y(t) مثل دیͽر جواب هر برای که طوری به b > ۰ باشد داشته وجود ثانیا و باشد

باشیم داشته |x(۰)− y(۰)| < b

lim
t→∞

|x(t)− y(t)| = ۰.

همیشه برای ͬ شوند م شروع x⋆ تعادل نقطه ͷی ͬͺنزدی از که جواب هایی اگر ساده، زبان به

پایدار x⋆ اگر قوی تر، است. لیاپانوف پایدار x⋆ آنگاه بمانند، باقͬ x⋆ تعادل نقطه ͬͺنزدی در

آنگاه شوند، همͽرا x⋆ به ͬ شوند م شروع x⋆ ͬͺنزدی از که جواب هایی همه و باشد لیاپانوف

است. مجانبی پایدار x⋆

معادله ی برای t = ۰ شامل Ix۰ ⊆ R بازه ی جواب) وجود ماگزیمال (بازه .۳ .۳ تعریف



۵۱

بزرگترین هرگاه ͬ شود م نامیده جواب وجود ماگزیمال بازه  ،x(۰) = x۰ اولیه شرط با ẋ = f(x)

است. شده تعریف آن در جواب که باشد بازه ای

معادلۀ جواب x = φ(t, x۰) کنید فرض (x۰ نقطه مدار و انتگرال (منحنͬ .۴ .۳ تعریف

شده تعریف t = ۰ شامل Ix۰ ماگزیمال بازه در که باشد x(۰) = x۰ اولیۀ شرط با ẋ = f(x)

مجموعه های صورت، این در .φ(۰, x۰) = x۰ که کنید توجه است.

Γ+(x۰) = {φ(t, x۰) | t ∈ Ix۰ ∩ [۰,+∞)} ⊂ R

Γ−(x۰) = {φ(t, x۰) | t ∈ Ix۰ ∩ (−∞, ۰]} ⊂ R

Γ(x۰) = {φ(t, x۰) | t ∈ Ix۰} ⊂ R

جواب نمودار همچنین، ͬ نامیم. م x۰ نقطۀ مدار و منفͬ، مدار مثبت، مدار ترتیب، به  را

x۰ نقطه از t = ۰ زمان در که ͬ شود م نامیده معادله از انتگرال منحنͬ ͷی t برحسب φ(t, x۰)

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به و ͬ کند م عبور

{(t, φ(t, x۰) | t ∈ Ix۰} ⊂ R۲.

(۰, x۰) نقطه از گذرا انتگرال منحنͬ تصویر واقع، در ،x۰ نقطه مدار فوق، تعریف به توجه با

است. x محور بر

ͬ دهیم. م ارائه مثال ذیل در را دیͽر تعاریف

بͽیرید: نظر در را زیر اسͺالر معادله .۵ .۳ مثال

x′ =
dx

dt
= ax, x(۰) = x۰ ∈ R. (۲ .۳)

و معادله ،a تغییر با گرفت. نظر در پارامتر ͷی عنوان به ͬ توان م را بالا معادله در a ثابت

از زمان افزایش با معادله ناصفر جواب های تمامͬ a > ۰ اگر ͬ کنند. م تغییر جواب ها هچنین
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منبع ͷی مبدا در تعادل نقطه که ͬ گوییم م حالت، این در ͬ شوند. م دور x = ۰ تعادل نقطه

میل مبدا تعادل نقطه به زمان افزایش با معادله ناصفر جواب های تمامͬ a < ۰ اگر است.

رسم با را جواب ها مجانبی رفتار ͬ شود. م نامیده چاه ͷی مبدا حالت، این در که ͬ کنند، م

x(t) ͬ توان م است، زمان از تابعͬ x(t) جواب چون ͬ دهیم. م نمایش R۱ فاز خط روی آنها

نقطه در ͬ کند. م حرکت حقیقͬ محور طول در که گرفت نظر در متحرک ذره ای عنوان به را

ͬ شود. م داده نمایش توپر نقطه ͷی با که ͬ ماند، م باقͬ حرکت بدون ذره این تعادل،

که دیͽر ثابت ͷی با a اگر یعنͬ است؛ پایدار خاصͬ منظر از x′ = ax معادله ،a ̸= ۰ اگر

،a = ۰ اگر اما ͬ کند. نم تغییر جواب ها کیفͬ رفتار آنگاه شود، جایͽزین است a با همعلامت

ͬ گوییم م بنابراین، ͬ شود. م جواب ها رفتار در جدی تغییر به منجر a در تغییر کوچͺترین آنگاه

ͬ دهد. م رخ x′ = ax معادلات پارامتری تک خانواده در انشعاب ͷی ،a = ۰ نقطه در که

ͬ شود. م داده φ(t, x۰) = eatx۰ توسط x(۰) = x۰ اولیه شرط با (۲ .۳) معادله جواب

که ͬ نامیم م دیفرانسیل معادله جریان را φ(t, x۰) = eatx۰ ضابطه با φ : R × R → R تابع

است: زیر خاصیت دو دارای

φ(t, x۰)(i) φ(۰, x۰) = x۰ (ii) φ(t+ s, x۰) = φ(t, φ(s, x۰)).

{ϕt(·) : R → R} اسͺالر نگاشت های از (t ∈ R پارامتر به (وابسته پارامتری تک خانواده

شرایط در که ϕt(x۰) = φ(t, x۰) = eatx۰ ضابطه با شده تعریف

(i) ϕ۰ = i.d. (ii) ϕt+s = ϕt ◦ ϕs

خاصیت ،(ii) و (i) خاصیت از ͬ شود. م نامیده R در ͬͺدینامی دستگاه ͷی ͬ کنند، م صدق

ͬ شود: م نتیجه (iii)

(iii) ϕ−۱
t = ϕ−t.
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بͽیرید: نظر در را زیر اسͺالر معادله .۶ .۳ مثال

ẋ = ۲x(۱− x), x ∈ R. (۳ .۳)

این ثابت جواب های کنیم. تعیین را جواب وجود ماگزیمال بازه ͬ خواهیم م مثال، این در

ͬ شوند. م تعریف t ∈ R هر برای جواب ها این .x(t) = ۱ و x(t) = ۰ از عبارتند معادله

با (۳ .۳) معادله جواب صورت، این در .x۰ ̸= ۰, ۱ کنیم فرض حال .I۰ = I۱ = R بنابراین،

روشن .t ∈ Ix۰ آن در که ͬ شود م داده x = φ(t, x۰) =
x۰e۲t

۱−x۰+x۰e۲t
توسط x(۰) = x۰ اولیه شرط

صورت، این غیر در .Ix۰ = R آنگاه ،۰ ≤ x۰ ≤ ۱ اگر که است

Ix۰ =


( ۱
۲ ln

x۰−۱
x۰
,+∞) x۰ > ۱ اگر

(−∞, ۱
۲ ln

x۰−۱
x۰

) x۰ < ۰ اگر

کنید. مشاهده زیر شͺل در ͬ توانید م را معادله فاز نمای و انتگرال ͬ های منحن

فاز نمای ۱ .۳

ͷی مͺان عنوان به را x(t) و زمان عنوان به را t اگر بͽیرید. نظر در را ẋ = f(x) معادله ی

حرکت سرعت نشان دهندۀ ẋ آنگاه بͽیریم، نظر در حقیقͬ خط روی t لحظۀ در متحرک ذرۀ 

برای است. حقیقͬ خط روی برداری میدان ͷی نشان دهندۀ ẋ = f(x) نتیجه در و است ذره

سرعت نمایش برای و ͬ کنیم م رسم x برحسب را f(x) تابع نمودار برداری، میدان این رسم

جهت ͬ کنیم. م استفاده حقیقͬ خط روی جهت  دار پیͺان های از ،x مانند نقطه هر در ذره

افزایش حال در x ͬ دهد م نشان که (f(x) > ۰ (یعنͬ ẋ > ۰ اگر است راست به پیͺان ها این

کاهش حال در x ͬ دهد م نشان که (f(x) < ۰ (یعنͬ ẋ < ۰ اگر است چپ سمت به و است،

چپ به نه و راست به نه یعنͬ است، ساکن یا ثابت x⋆ نقطۀ آنگاه ،f(x⋆) = ۰ اگر البته است.

به  را ẋ = f(x) معادلۀ مدارهای ͬ توان م f(x) تابع نمودار روی از بنابراین، ͬ کند. م حرکت

و است صعودی t به نسبت φ(t, x۰) جواب آنگاه ،f(x۰) > ۰ اگر که ترتیب بدین آورد. دست
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آنگاه ،f(x۰) < ۰ اگر مشابه، به طور است. همͽرا تعادل نقطه ͷی به آنگاه باشد، کراندار اگر

همͽرا تعادل نقطه ͷی به آنگاه باشد، کراندار اگر و است نزولͬ t به نسبت φ(t, x۰) جواب

ͬ آیند. م بدست f(x) = ۰ معادله حل از تعادل نقاط است.

به مدارها از خانواده ای صورت به  را ẋ = f(x) معادله جریان اگر فاز) (نمای .۷ .۳ تعریف

گویند. فاز نمای را حاصل شͺل آنگاه کنیم، ترسیم آنها جهت همراه

کنید. مشخص را آن مدارهای و یافته را ẋ = cos x معادله فاز نمای .۸ .۳ مثال

از: عبارت اند آن مدارهای و ͬ باشد م ۳. ۱آ شͺل به معادله این فاز نمای حل.

Γ(x۰) =


(−π

۲ ,
π
۲ ) −π

۲ < x۰ <
π
۲

{−π
۲ } x۰ = −π

۲

{π
۲ } x۰ =

π
۲

(π۲ ,
۳π
۲ )

π
۲ < x۰ <

۳π
۲

■

۹ .۳ مثال نمودار (ب) ۸ .۳ مثال نمودار (آ)

است. مفروض ẋ = x۲ معادله .٩ .۳ مثال

کنید. مشخص آن را مدارهای و کرده رسم را آن  فاز نمای آ)

رسم x۰ ∈ R برای را جواب و بیابید x۰ ∈ R هر برای را جواب وجود ماگزیمال بازه ب)

کنید.
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از: عبارت اند آن مدارهای و ͬ باشد م ۳. ۱ب شͺل به معادله این فاز نمای حل.

Γ(x۰) =


(−∞, ۰) x۰ < ۰
{۰} x۰ = ۰
(۰,+∞) x۰ > ۰

حل زیر صورت به را معادله شده، تعریف آن در جواب که زمانͬ بازه بزرگترین یافتن برای

ͬ کنیم: م

ẋ = x۲ =⇒ dx

dt
= x۲ =⇒ dx

x۲ = dt
→−−−−−انتگرال گیری

∫ x

x۰

du

u۲ =

∫ t

۰
dτ

=⇒ ۱
x۰

− ۱
x
= t =⇒ ۱

x
=

۱− tx۰

x۰
=⇒ x =

x۰

۱− tx۰
= φ(t, x۰).

صورت، این در .x۰ ̸= ۰ کنیم فرض حال .Ix۰ = R نتیجه در و φ(t, x۰) = ۰ آنگاه ،x۰ = ۰ اگر

پس ،۰ ∈ Ix۰ چون ͬ شود. م صفر کسر مخرج چون نشده تعریف t = ۱
x۰

در φ(t, x۰) جواب

Ix۰ =


( ۱
x۰
,+∞) x۰ < ۰

(−∞,+∞) x۰ = ۰
(−∞, ۱

x۰
) x۰ > ۰

■ ͬ باشد. م ۲ .۳ شͺل به Ix۰ بازه های در معادله این جواب نمودار

x۰ > ۰ (ج) x۰ = ۰ (ب) x۰ < ۰ (آ)

۹ .۳ مثال معادله ی جواب نمودار :۲ .۳ شͺل

بͽیرید. نظر در را ẋ = x۲ − ۱ معادله .۱۰ .۳ مثال

کنید. رسم آن را فاز نمای و یافته را تعادل نقاط آ)

کنید. مشخص را معادله مدارهای ب)
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۱۰ .۳ مثال دستگاه فاز نمای :۳ .۳ شͺل

بیابید. را جواب وجود ماکسیمال بازۀ و φ(t, x۰) جریان معادله، حل با ج)

ͬ کند. م صدق ͬͺدینامی دستگاه ͷی شرایط در φ(t, x۰) دهید نشان د)

بیابید. را limt−→±∞ x(t) آنگاه باشد، x(۰) = ۲ شرط با معادله جواب x(t) اگر ه)

لذا هستند. f(x) = x۲ − ۱ ریشه های تعادل، نقاط دیدیم، تعریف در که همانگونه (آ) حل.

ͬ باشد. م ۳ .۳ شͺل به معادله فاز نمای دارند. قرار x = ±۱ در تعادل نقاط

آوردیم، بدست (آ) قسمت در که تعادلͬ نقاط به توجه با (ب)

Γ(x۰) =



(−∞,−۱) x۰ < −۱
{−۱} x۰ = −۱
(−۱, ۱) −۱ < x۰ < ۱
{۱} x۰ = ۱
(۱,+∞) x۰ > ۱

است: زیر صورت به آن حل و است تفکیͷ پذیر شده داده معادله (ج)

dx

dt
= x۲ − ۱ =⇒ dx

(x− ۱)(x+ ۱)
= dt =⇒

∫ x

x۰

du

(u− ۱)(u+ ۱)
=

∫ t

۰
dτ = t.

ͬ دهیم م قرار منظور، این برای ͬ کنیم. م حل کسر تجزیه روش با را چپ سمت انتگرال

۱
(u− ۱)(u+ ۱)

=
A

u− ۱
+

B

u+ ۱
=⇒ A =

۱
۲
, B = − ۱

۲
.
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ͬ شود: م محاسبه زیر صورت به قبل انتگرال بنابراین،

۱
۲

∫ x

x۰

( ۱
u− ۱

− ۱
u+ ۱

)
du =

۱
۲
(ln |u− ۱| − ln |u+ ۱|)

∣∣∣x
x۰
=

۱
۲
ln

∣∣∣∣u− ۱
u+ ۱

∣∣∣∣ ∣∣∣x
x۰

=
۱
۲
ln

∣∣∣∣x− ۱
x+ ۱

∣∣∣∣− ۱
۲
ln

∣∣∣∣x۰ − ۱
x۰ + ۱

∣∣∣∣ = ۱
۲
ln

(x۰ + ۱)(x− ۱)
(x۰ − ۱)(x+ ۱)

.

آوریم: بدست زیر طریق به را معادله جواب ͬ توانیم م اکنون

۱
۲
ln

(x۰ + ۱)(x− ۱)
(x۰ − ۱)(x+ ۱)

= t =⇒ (x۰ + ۱)(x− ۱)
(x۰ − ۱)(x+ ۱)

= e۲t =⇒ x =
۱+ x۰ + e۲t(x۰ − ۱)
۱+ x۰ − e۲t(x۰ − ۱)

= φ(t, x۰).

بنابراین، ͬ یابیم. م را کسر مخرج ریشه ،Ix۰ یعنͬ جواب، وجود ماگزیمال بازه تعیین برای

ͬ آوریم: م بدست را t⋆ زمان و ͬ دهیم م قرار صفر برابر را کسر مخرج

۱+ x۰ − e۲t(x۰ − ۱) = ۰ =⇒ e۲t =
x۰ + ۱
x۰ − ۱

=⇒ t =
۱
۲
ln
x۰ + ۱
x۰ − ۱

= t⋆.

که کنید توجه .Ix۰ = (t⋆,+∞) آنگاه ،t⋆ < ۰ اگر و Ix۰ = (−∞, t⋆) آنگاه ،t⋆ > ۰ اگر حال

.Ix۰ = R نتیجه در و است مثبت مخرج آنگاه ،|x۰| ≤ ۱ اگر

ͬ کنیم. م بررسͬ قبل، قسمت در آمده بدست جریان برای را ͬͺدینامی دستگاه شرط دو حال (د)

داریم: اول شرط برای

φ(۰, x۰) =
x۰ + ۱+ x۰ − ۱
۱+ x۰ − (x۰ − ۱)

=
۲x۰

۲
= x۰,

داریم: دوم شرط برای و

φ(t, φ(s, x۰)) =
۱+ φ(s, x۰) + e۲t(φ(s, x۰)− ۱)
۱+ φ(s, x۰)− e۲t(φ(s, x۰)− ۱)

=

۲(۱+x۰)
۱+x۰−e۲s(x۰−۱) + e۲t ۲(x۰−۱)e۲s

۱+x۰−e۲s(x۰−۱)
۲(۱+x۰)

۱+x۰−e۲s(x۰−۱) − e۲t ۲(x۰−۱)e۲s
۱+x۰−e۲s(x۰−۱)

=
۲(۱+ x۰) + ۲(x۰ − ۱)e۲te۲s

۲(۱+ x۰)− ۲(x۰ − ۱)e۲te۲s
=
x۰ + ۱+ (x۰ − ۱)e۲(t+s)

x۰ + ۱− (x۰ − ۱)e۲(t+s)
= φ(t+ s, x۰).

نتیجه، در .x(t) = φ(t, ۲) =
۳+ e۲t

۳− e۲t
نوشت ͬ توان م مذکور، حد محاسبه برای (ه)

lim
t→−∞

x(t) = ۱, lim
t→+∞

x(t) = −۱.

■
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را آنها فاز نمای و مدارها سپس و یافته را تعادل نقاط ابتدا زیر معادلات برای .۱۱ .۳ مثال

کنید. مشخص

ẋ = −x .۱

از عبارتند آن مدارهای بنابراین، است. تعادل نقطه ͷی x = ۰ معادله، این برای حل.

Γ(x۰) =


(−∞, ۰) x۰ < ۰
{۰} x۰ = ۰
(۰,+∞) x۰ > ۰

■ بود. خواهد ۳. ۴ب شͺل به آنها فاز نمای و

ẋ = −x۳ .۲

از عبارتند آن مدارهای بنابراین، است. تعادل نقطه تنها x = ۰ که است روشن حل.

Γ(x۰) =


(−∞, ۰) x۰ < ۰
{۰} x۰ = ۰
(۰,+∞) x۰ > ۰

■ بود. خواهد ۳. ۴ب شͺل به آنها فاز نمای و

(ب) (آ)

۱۱ .۳ مثال فاز نمای :۴ .۳ شͺل

بود. یͺسان معادله دو هر فاز نمای که بود این آن و داد رخ جالبی اتفاق ۱۱ .۳ مثال در

هستند؟ یͺسان نیز آنها جواب های آیا که است این بیاید، پیش برایتان است ممͺن که سؤالͬ
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بیابیم. را معادله دو هر جواب های دهید اجازه موضوع، این بررسͬ برای است. خیر پاسخ

داریم: (ب) قسمت برای و ،t ∈ R که ،x(t) = x۰e
−t داریم (آ) قسمت برای

dx

dt
= −x۳ =⇒ − dx

x۳ = dt =⇒
∫ x

x۰

−du
u۳ =

∫ t

۰
dτ =⇒ ۱

۲u۲

∣∣∣x
x۰
= t

=⇒ ۱
۲x۲ −

۱
۲x۲

۰
= t =⇒ ۱

x۲ = ۲t+
۱
x۲
۰
=

۲tx۲
۰ + ۱
x۲
۰

=⇒ x۲ =
x۲
۰

۲tx۲
۰ + ۱

=⇒ x =

√
x۲
۰

۲tx۲
۰ + ۱

=
|x۰|√
۲tx۲

۰ + ۱
= φ(t, x۰).

چون

۱+ ۲tx۲
۰ = ۰ =⇒ t = − ۱

۲x۲
۰
= t⋆ < ۰,

است: زیر شرح به جواب وجود ماکسیمال بازه  }پس
Ix۰ = (t⋆,+∞) = (− ۱

۲x۲
۰
,+∞) x۰ ̸= ۰

Ix۰ = R = (−∞,+∞) x۰ = ۰

یͺسان جواب وجود ماکسیمال بازۀ حتͬ و جواب ها (ب) و (آ) قسمت در که ͬ شود م مشاهده

قسمت در جواب ها که است این توجه قابل نکتۀ یͺسانند. جواب ها کیفͬ رفتار فقط و نیستند

قسمت در جواب ها که حالͬ در ͬ کنند، م میل مبدأ به نمائͬ) سرعت (با بیشتری سرعت با (آ)

.t −→ +∞ هرگاه ͬ کنند، م میل مبدأ به چندجمله ای) سرعت (با کمتری سرعت با (ب)

را تعادل نقاط پایداری آن روی از و کرده رسم را ẋ = x− cosx معادله فاز نمای .۱۲ .۳ مثال

کنید. مشخص

روی از و کنیم رسم را f(x) = x − cosx تابع نمودار که است این حل راه ͷی حل.

بتوانیم که است آن مستلزم این اما ͬ باشد. م ۳. ۵آ شͺل به که کنیم رسم را فاز نمای آن

روش آید. نظر به مشͺل کمͬ است ممͺن که کنیم رسم را f(x) = x − cosx تابع نمودار

نمودار که هرجا کنیم؛ رسم جداگانه را y = cosx و y = x نمودارهای که است این ساده تر

یعنͬ .ẋ = f(x) = x − cosx > ۰ که ͬ یابیم درم است، y = cos x نمودار بالای y = x



خودگردان اسͺالر معادلات .۳ فصل ۶۰

که ͬ یابیم درم است y = cos x نمودار پائین y = x نمودار که کجا هر و است افزایشͬ x

و y = x نمودار که جا هر بعلاوه، است. کاهشͬ x یعنͬ ،ẋ = f(x) = x − cosx < ۰

مورد معادله که ͬ دهد م نشان ۳. ۵آ شͺل داریم. تعادل نقطۀ  کنند، قطع را همدیͽر y = cos x

■ ͬ باشد. م ۳. ۵ب شͺل به که است ناپایدار که دارد π
۲ و ۰ بین تعادل نقطۀ ͷی تنها نظر

(ب) (آ)

۱۲ .۳ مثال فاز نمای :۵ .۳ شͺل

خطͬ پایداری ۲ .۳

آن تعادل نقاط پایداری تعیین به ẋ = f(x) معادله در f(x) تابع نمودار رسم طریق از تاکنون

نرم افزارهای از استفاده بدون f(x) تابع نمودار رسم است ممͺن موارد برخͬ در اما پرداختیم.

ͷنزدی سرعت آن، با بتوانیم تا داریم نیاز ͬͺمح به دیͽر، طرف از باشد. دشوار کامپیوتری

موارد این مورد در بخش، این در کنیم. مقایسه را تعادل نقطه  از مدارها شدن دور یا شدن

گفت. خواهیم سخن بیشتر

ẋ = f(x) معادله از تعادل نقطه ͷی x⋆ کنید فرض هذلولوی) تعادل (نقطه .۱۳ .۳ تعریف

آن صورت، این در غیر در .f ′(x⋆) ̸= ۰ هرگاه گوییم هذلولوی را x⋆ صورت، این در باشد.

ͬ نامیم. م غیرهذلولوی را

ͬ دهیم م قرار باشد. ẋ = f(x) معادله از هذلولوی تعادل نقطه ͷی x⋆ کنید فرض



۶۱ خطͬ پایداری .۲ .۳

صورت، این در .η = x− x⋆

η̇ = ẋ = f(x) = f(η + x⋆).

است: زیر شͺل به که ͬ نویسیم م η = ۰ حول را f(η + x⋆) تابع تیلور بسط اکنون

η̇ = f(x⋆) + η f ′(x⋆) +O(η۲),

تعادل نقطه ͷی x⋆ چون است. بالاتر به ۲ مرتبه از جملات دهنده ی نشان O(η۲) آن در که

داریم: لذا .f ′(x⋆) ̸= ۰ و f(x⋆) = ۰ پس است، هذلولوی

η̇ = f ′(x⋆)η +O(η۲).

ẋ = f(x) معادله شده ی خطͬ را η̇ = f ′(x⋆)η معادله شده) خطͬ (معادله .۱۴ .۳ تعریف

ͬ نامیم. م x⋆ حول

معادله از هذلولوی تعادل نقطه ͷی x⋆ کنید فرض خطͬ) پایداری (تحلیل .۱۵ .۳ قضیه

صورت، این در باشد. ẋ = f(x) اسͺالر

است. مجانبی پایدار x⋆ آنگاه ،f ′(x⋆) < ۰ اگر آ)

است. ناپایدار x⋆ آنگاه ،f ′(x⋆) > ۰ اگر ب)

مورد در شد. بیان هذلولوی تعادل نقاط برای صرفاً خطͬ پایداری تحلیل قضیه .۱۶ .۳ نکته

برای ͬ کنند. م مشخص را پایداری نوع f بالاتر مرتبه مشتقات غیرهذلولوی، تعادل نقاط

پایداری برای کلͬ حͺم ͷی و کنید رسم را f(x) = ±x۳ و f(x) = ±x۲ توابع نمودار نمونه،

دهید. ارائه مبدا در تعادل نقطه

رسم را آن فاز نمای و کرده مشخص را ẋ = sin x معادله تعادل نقاط پایداری .۱۷ .۳ مثال

کنید.



خودگردان اسͺالر معادلات .۳ فصل ۶۲

x = nπ از عبارت اند که هستند f(x) = sin x تابع ریشه های معادله این تعادل نقاط حل.

ͬ کنیم: م محاسبه نقاط این در را f تابع مشتق حال .n ∈ Z که

f ′(x) = cos x =⇒ f ′(nπ) = cos(nπ) = (−۱)n =

{
۱ n = ۲k
−۱ n = ۲k + ۱

nهای ازای به و ناپایدار زوج، nهای ازای به x⋆ = nπ نقاط خطͬ، پایداری تحلیل قضیه بنابر

■ ͬ باشد. م ۶ .۳ شͺل به معادله فاز نمای هستند. مجانبی پایدار فرد،

۱۷ .۳ مثال فاز نمای :۶ .۳ شͺل

کنید. رسم را زیر معادلات فاز نمای .۱۸ .۳ مثال

ẋ = x۳ .۱

،f ′(۰) = ۰ آنجاییͺه از و است معادله این تعادل نقطه تنها x = ۰ که است واضح حل.

معادله فاز نمای ،f(x) = x۳ تابع نمودار به توجه با است. غیرهذلولوی تعادل، نقطه  این

■ ͬ باشد. م ۳. ۷آ شͺل به

ẋ = −x۳ .۲

این ،f ′(۰) = ۰ آنجاییͺه از و است معادله این تعادل نقطه تنها ،x = ۰ نقطه حل.

معادله فاز نمای ،f(x) = −x۳ تابع نمودار به توجه با است. غیرهذلولوی تعادل، نقطه 

■ ͬ باشد. م ۳. ۷ب شͺل به



۶۳ تناوبی اسͺالر معادلات برای پوانکاره نگاشت .۳ .۳

ẋ = x۲ .۳

،f ′(۰) = ۰ آنجاییͺه از و است معادله این تعادل نقطه x = ۰ که است واضح حل.

فاز نمای ،f(x) = −x۲ تابع نمودار به توجه با است. غیرهذلولوی تعادل، نقطه این

■ ͬ باشد. م ۳. ۷ج شͺل به معادله

ẋ = ۰ .۴

لیاپانوف پایدار که هستند تعادل نقاط ،x محور روی نقاط تمام که است واضح حل.

■ نیستند. مجانبی پایدار ولͬ هستند

(ج) (ب) (آ)

۱۸ .۳ مثال معادلات فاز نمای :۷ .۳ شͺل

تناوبی اسͺالر معادلات برای پوانکاره نگاشت ۳ .۳

بͽیرید: نظر در را زیر دیفرانسیل معادله

x′ = f(x, t), x ∈ R, t ∈ R, (۴ .۳)

آن در که

f(x, t) = f(x, t+ T ), ∀ t ∈ R.

روش های از استفاده با کند. صدق معادله در t هر ازای به باید معادله این از x(t) جواب ͷی

که جوابی بیابیم. تحلیلͬ جوابی آن برای ͬ توانیم نم انتگرال و دیفرانسیل حساب در متداول
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فرمولͬ که حالͬ در ͬ شود. م داده t→ φ(t, x۰) توسط ͬ کند، م صدق x(۰) = x۰ اولیه شرط در

ͬ کند: م صدق زیر رابطه در جواب این که ͬ دانیم م نداریم، عبارت این برای

φ(t, x۰) = x۰ +

∫ t

۰
f(φ(s, x۰), s)ds. (۵ .۳)

نگاشت ،P (x۰) = φ(T, x۰) ضابطه با P : R → R تابع پوانکاره) (نگاشت .۱٩ .۳ تعریف

ͬ شود. م نامیده (۴ .۳) دیفرانسیل معادله پوانکاره

یعنͬ، .P (x۰) = x۰ اگر تنها و اگر است T‐تناوبی جواب ͷی φ(t, x۰) جواب .۲۰ .۳ گزاره

هستند. دیفرانسیل معادله تناوبی جواب های با متناظر پوانکاره نگاشت ثابت نقاط

.P (x۰) = φ(T, x۰) = φ(۰, x۰) = x۰ آنگاه باشد، T‐تناوبی جواب ͷی φ(t, x۰) اگر اثبات.

قرار است. T‐تناوبی جواب ͷی φ(t, x۰) ͬ دهیم م نشان .P (x۰) = x۰ کنیم فرض حال

،f(x, t) = f(x, t + T ) اینکه به توجه با صورت، این در .y(t) = φ(t + T, x۰) ͬ دهیم م

صدق y(۰) = φ(T, x۰) = P (x۰) = x۰ اولیه شرط در که است معادله از جوابی نیز y(t)

هم بر جواب دو این که ͬ شود م نتیجه جواب ، یͺتایی و وجود قضیه از بنابراین، ͬ کند. م

■ .t ∈ R هر برای y(t) = φ(t, x۰) یعنͬ هستند، منطبق

(۵ .۳) معادله از اگر ͬ کنیم. م تعیین x۰ نقطه در را پوانکاره نگاشت مشتقات ادامه، در

داریم زنجیره ای قاعده از استفاده با آنگاه بͽیریم، مشتق x۰ به نسبت

∂φ

∂x۰
(t, x۰) = ۱+

∫ t

۰

∂f

∂x
(φ(s, x۰), s) ·

∂φ

∂x۰
(s, x۰)ds.

کنید فرض حال

z(t) =
∂φ

∂x۰
(t, x۰).

صورت، این در

z(۰) = ۱, z′(t) =
∂f

∂x
(φ(t, x۰), t) z(t).



۶۵ تمرینات .۴ .۳

نتیجه، در

z(t) = exp

∫ t

۰

∂f

∂x
(φ(s, x۰), s)ds.

بنابراین،

P ′(x۰) =
∂φ

∂x۰
(T, x۰) = z(T ) = exp

∫ T

۰

∂f

∂x
(φ(s, x۰), s)ds.

که ͬ آوریم م بدست مشتق گیری با دوباره است. صعودی تابع ͷی P پس ،P ′(x۰) > ۰ چون

P ′′(x۰) = P ′(x۰)

∫ T

۰

∂۲f

∂x۲ (φ(t, x۰), t) · exp
(∫ t

۰

∂f

∂x
(φ(s, x۰), s)ds

)
dt.

تمرینات ۴ .۳

است. پارامتر ͷی a آن در که آورید بدست را x′ = ax + ۳ دیفرانسیل معادله جریان .۱

کنید. مشخص را آنها نوع و یافته را معادله این تعادل نقاط

و کنید پیدا را تعادل نقاط تمامͬ زیر، اسͺالر دیفرانسیل معادلات از ͷی هر برای .۲

معادله فاز نمای همچنین، هیچͺدام. یا و منبع یا هستند چاه آنها آیا که کنید مشخص

کنید. رسم فاز خط روی را

۱) x′ = x۳ − ۳x ۲) x′ = x۴ − x۲ ۳) x′ = ۱+ cosx

۴) x′ = sin۲(x) ۵) x′ = |۱− x۲|.

کنید مشخص زیر دیفرانسیل معادلات برای را آنها پایداری نوع و تعادل نقاط نمودار .۳

دارند. بستگͬ a پارامتر به که

۱) x′ = x۲ − ax ۲) x′ = x۳ − ax ۳) x′ = x۳ − x− a.

بͽیرید. نظر در را x′ = x+ cos t دیفرانسیل معادله .۴

آورید. بدست را معادله این عمومͬ جواب (الف)



خودگردان اسͺالر معادلات .۳ فصل ۶۶

است. موجود معادله این برای تناوبی جواب ͷی دهید نشان (ب)

با و کنید محاسبه معادله این برای را p : {t = ۰} → {t = ۲π} پوانکاره نگاشت (ج)

است. موجود یͺتا تناوبی جواب ͷی دهید نشان مجددا آن از استفاده

در که است موجود x′ = x
۱
۳ دیفرانسیل معادله برای جواب نامتناهͬ تعداد کنید ثابت .۵

جواب یͺتایی و وجود قضیه با مطلب این چرا ͬ کند. م صدق x(۰) = ۰ اولیه شرط

ندارد؟ منافاتͬ

تعادل نقطه ͷی با خودگردان اول مرتبه دیفرانسیل معادله ͷی x′ = f(x) کنید فرض .۶

ͬͺنزدی در جواب ها رفتار درباره صورت این در .f ′(x⋆) = ۰ کنید فرض باشد. x⋆ در

گفت؟ ͬ توان م چه x⋆

تناوبی جواب وجود درباره بͽیرید. نظر در را x′ = x۲ − ۱ − cos t دیفرانسیل معادله .۷

گفت؟ ͬ توان م چه معادله این برای

p(t) آن در که بͽیرید نظر در را x′ = p(t)x غیرخودگردان اول مرتبه دیفرانسیل معادله .۸

این جواب های تمامͬ کنید ثابت است. T تناوب دوره با تناوبی و مشتق پذیر تابعͬ

.
∫ T

۰ p(s)ds = ۰ اگر تنها و اگر هستند T‐تناوبی معادله

‐α مجموعه های درباره و کنید رسم را فاز نماهای زیر، حاصلضرب دستگاه های در .۹

کنید. بحث آن ω‐حدی و حدی

(i) ẋ۱ = −x۱, ẋ۲ = x۲
۲. (ii) ẋ۱ = x۱ − x۲

۱ , ẋ۲ = x۲ − x۲
۲.

کنید: رسم را زیر معادلات دستگاه فاز نمای .۱۰

(i) ẋ۱ = x۲(x
۲
۱ − x۲

۲), ẋ۲ = −x۱(x
۲
۱ − x۲

۲).

(ii) ẋ۱ = x۲(۱− x۲
۱ − x۲

۲), ẋ۲ = −x۱(۱− x۲
۱ − x۲

۲).



۴ فصل

Rn در خطͬ دستگاه های

دستگاه، کلمه ی از منظور گفتیم و کردیم صحبت ẋ = f(x) دستگاه پیرامون قبل، فصل در

اهمیت به نظر فصل، این در اما معادلات. دستگاه ͷی نه دینامیͺͬ است دستگاه ͷی

و کرده صحبت دیفرانسیل معادلات دستگاه های مورد در مشخصاً تا داریم قصد موضوع،

دستگاه از جوابی نهایت در کنیم. بیان تفصیل به را آن ها حل روش های و عمومͬ خواص

کرد. خواهیم معرفͬ ͬͺدینامی دستگاه ͷی عنوان به را معادلات

صورت به اول مرتبه معادله ای n دستگاه ͷی کلͬ، حالت در
ẋ۱ = f۱(t, x۱, . . . , xn),

ẋ۲ = f۲(t, x۱, . . . , xn),
...

ẋn = fn(t, x۱, . . . , xn)

صورت به فوق دیفرانسیل معادلات دستگاه اگر حال است.
ẋ۱ = a۱۱(t)x۱ + a۱۲(t)x۲ + . . .+ a۱n(t)xn + b۱(t),

ẋ۲ = a۲۱(t)x۱ + a۲۲(t)x۲ + . . .+ a۲nxn(t) + b۲(t),
...

ẋn = an۱(t)x۱ + an۲(t)x۲ + . . .+ ann(t)xn + bn(t)

ماتریسͬ تابع ،b(t) = [b۱(t), b۲(t), . . . , bn(t)]
T برداری تابع گرفتن نظر در با آنگاه باشد،

دستگاه ͬ توان م ،x(t) = [x۱(t), x۲(t), . . . , xn(t)]
T مجهول برداری تابع A(t)و = [aij(t)]n×n

۶۷



RN در خطͬ دستگاه های .۴ فصل ۶۸

شͺل به را فوق

ẋ = A(t)x+ b(t) (۱ .۴)

،b(t) = ۰ چنانچه ͬ نامیم. م خطͬ دیفرانسیل معادلات دستگاه ͷی را دستگاه این نوشت.

دستگاه همچنین گویند. ناهمͽن را آن صورت این غیر در و همͽن را (۱ .۴) معادلات دستگاه

معادلات

ẋ = A(t)x (۲ .۴)

دستگاه ͷی بررسͬ برای که دید خواهیم زودی به ͬ گویند. م (۱ .۴) نظیر همͽن دستگاه را

از منظور آوریم. بدست را آن نظیر همͽن دستگاه جواب ابتدا است لازم ناهمͽن، معادلات

کند. صدق (۱ .۴) در که است x(t) = [x۱(t), x۲(t), . . . , xn(t)]
T برداری تابع ،(۱ .۴) جواب

دستگاه برای .۱ .۴ }مثال
ẋ۱ = x۲ + t

ẋ۲ = −x۱ + ۱

صورت به شده بیان ماتریسͬ و برداری توابع

x =

[
x۱
x۲

]
, A(t) =

[
۰ ۱
−۱ ۰

]
, b(t) =

[
t
۱

]
داد نشان ͬ توان م بنویسیم. ẋ = A(t)x+ b(t) صورت به ͬ توانیم م را بالا دستگاه پس است.

زیرا است دستگاه این برای جواب ͷی x = [۲+ sin t,−t+ cos t]T که

ẋ =

[
cos t

−۱− sin t

]
,

A(t)x+ b(t) =

[
۰ ۱
−۱ ۰

] [
۲+ sin t
−t+ cos t

]
+

[
t
۱

]
=

[
cos t

−۱− sin t

]
.

ͷی b : I =⇒ Rn و ماتریسͬ تابع ͷی A : I =⇒ Mn×n(R) کنید فرض .۲ .۴ تعریف

b و A درایه های تک تک اگر تنها و اگر هستند پیوسته I بر b و A گوییم باشد. برداری تابع

باشند. پیوسته I بر
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آنها درایه های از هرکدام که چرا پیوسته اند دو هر زیر برداری تابع و ماتریسͬ تابع .۳ .۴ مثال

است. پیوسته

A(t) =

[
۱ cos t
et − sin t

]
, b(t) =

[
sinh t
cosh t

]
.

این در باشند. پیوسته I ⊆ R بازه بر b برداری تابع و A ماتریسͬ تابع کنید فرض .۴ .۴ قضیه

ناهمͽن خطͬ دستگاه }صورت،
ẋ = A(t)x+ b(t),

x(t۰) = x۰ ; t۰ ∈ I

است. I بر شده تعریف یͺتا جوابی دارای

همͽن خطͬ دستگاه جواب های φk(t), . . . , φ۲(t), φ۱(t) برداری توابع کنید فرض .۵ .۴ قضیه

برداری تابع ،ck, . . . , c۲, c۱ دلخواه ثابت های برای صورت، این در باشند. ẋ = A(t)x

φ(t) = c۱φ۱(t) + c۲φ۲(t) + . . .+ ckφk(t)

است. دستگاه جواب نیز

اثبات.

φ̇ = c۱φ̇۱ + c۲φ̇۲ + . . .+ ckφ̇k = c۱A(t)φ۱ + c۲A(t)φ۲ + . . .+ ckA(t)φk

= A(t)
(
c۱φ۱ + c۲φ۲ + . . .+ ckφk

)
= A(t)φ.

■ است. جواب ͷی نیز φ(t) پس

خطͬ مستقل I بازه بر φ۱, φ۲, . . . , φk : I ⊆ R =⇒ Rn برداری توابع گوییم .۶ .۴ تعریف

رابطه از هرگاه هستند

c۱φ۱(t) + c۲φ۲(t) + . . .+ ckφk(t) = ۰, t ∈ I,

را آن ها نباشند، خطͬ مستقل φk, . . . , φ۲, φ۱ اگر .c۱ = c۲ = . . . = ck = ۰ که شود نتیجه

ͬ نامیم. م خطͬ وابسته
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هستند خطͬ وابسته I بازه بر φ۱, φ۲, . . . , φk : I ⊆ R =⇒ Rn برداری توابع .۷ .۴ تذکر

که شوند یافت چنان نیستند، صفر هم با ͬͽهم که ،ck, . . . , c۲, c۱ ثابت های هرگاه

c۱φ۱(t) + c۲φ۲(t) + . . .+ ckφk(t) = ۰, ∀t ∈ I.

برداری توابع دهید نشان .۸ .۴ مثال

φ۱(t) =

[
t
t

]
, φ۲(t) =

[
t۲

t

]
, φ۳(t) =

[
t۳

t

]
,

هستند. خطͬ مستقل R بر

باشیم داشته ،t ∈ R هر برای که باشند چنان c۳, c۲, c۱ ثابت های کنیم فرض حل.

c۱φ۱(t) + c۲φ۲(t) + c۳φ۳(t) = c۱

[
t
t

]
+ c۲

[
t۲

t

]
+ c۳

[
t۳

t

]
= ۰.

نتیجه، }در
c۱t+ c۲t

۲ + c۳t
۳ = ۰,

c۱t+ c۲t+ c۳t = ۰
∀t ∈ R.

صفرند. هم با ͬͽهم ضرایب که داد نشان ͬ توان م طریق دو به حال

است، t برحسب ۳ درجه از چندجمله ای ͷی c۱t + c۲t
۲ + c۳t

۳ که آنجایی از اول): (روش

ریشه بی نهایت (یعنͬ است آن ریشه ی t هر اینجا در اما دارد. حقیقͬ ریشه  سه حداکثر پس

بنابراین، .c۱ = c۲ = c۳ = ۰ داریم لذا و باشند صفر ͬͽهم آن ضرایب باید پس دارد).

ͬ اند. خط مستقل φ۳, φ۲, φ۱

و ͬ گیریم م مشتق t به نسبت بار سه c۱t+ c۲t
۲ + c۳t

۳ = ۰ رابطه ی طرف دو از دوم): (روش

که: ͬ آوریم م بدست

c۱ + ۲c۲t+ ۳c۳t۲ = ۰, ۲c۲ + ۶c۳t = ۰, ۶c۳ = ۰.

■ .c۱ = c۲ = c۳ = ۰ نتیجه، در
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اما است، ۲ برابر R۲ اقلیدسͬ فضای بˀعد زیرا ͬ اند خط وابسته R۲ در بردار سه هر .٩ .۴ تذکر

برداری تابع سه شد، مشاهده قبل مثال در که همانطور نیست. این گونه برداری توابع مورد در

R۲ در برداری توابع فضای بˀعد که است این آن دلیل و بودند خطͬ مستقل R۲ در φ۳, φ۲, φ۱

است. ∞ برابر

پیوسته n × n ماتریسͬ تابع ͷی A : I ⊆ R =⇒ Mn×n(R) کنید فرض .۱۰ .۴ قضیه

همچنین است. خطͬ مستقل جواب n دارای ẋ = A(t)x دستگاه صورت، این در باشد.

عمومͬ جواب آنگاه باشند، I روی دستگاه این خطͬ مستقل جواب n ،φn, . . . , φ۲, φ۱ اگر

ثابت های cn, . . . , c۲, c۱ آن در که بود خواهد x = c۱φ۱+c۲φ۲+ . . .+cnφn صورت به دستگاه

هستند. دلخواه

کنید فرض همچنین، باشد. Rn فضای استاندارد پایه {e۱, e۲, . . . , en} کنید فرض اثبات.

اولیه مقدار مسئله جواب  φi ،۱ ⩽ i ⩽ n }برای
ẋ = A(t)x,

x(t۰) = ei

اثبات برای هستند. دستگاه خطͬ مستقل جواب های φn, . . . , φ۲, φ۱ که ͬ کنیم م ادعا باشد.

باشیم داشته ،t ∈ I هر برای که باشند موجود چنان cn, . . . , c۲, c۱ کنید فرض ادعا، این

c۱φ۱(t) + c۲φ۲(t) + . . .+ cnφn(t) = ۰.

یعنͬ است، برقرار تساوی این نیز t = t۰ برای پس

c۱φ۱(t۰) + c۲φ۲(t۰) + . . .+ cnφn(t۰) = ۰ =⇒ c۱e۱ + c۲e۲ + . . .+ cnen = ۰.

لذا و c۱ = c۲ = . . . = cn = ۰ بنابراین بودند، خطͬ مستقل e۱, e۲, . . . , en بردارهای اما

ͬ اند. خط مستقل جواب های φn, . . . , φ۲, φ۱

و است Rn در برداری x(t۰) صورت، این در باشد. دلخواه جواب ͷی x(t) کنیم فرض حال
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پس نوشت. e۱, e۲, . . . , en خطͬ مستقل بردار n از خطͬ ترکیب ͷی صورت به را آن ͬ توان م

x(t۰) = c۱e۱ + c۲e۲ + . . .+ cnen = c۱φ۱(t۰) + c۲φ۲(t۰) . . .+ cnφn(t۰).

.x(t) = c۱φ۱(t) + c۲φ۲(t) + . . . + cnφn(t) داریم جواب، یͺتایی و وجود قضیه بنابر حال،

صدق یͺسان اولیه شرایط در که هستند معادله جواب دو هر تابع دو این که کنید توجه

■ ͬ کنند. م

آشنا خطͬ دیفرانسیل معادلات دستگاه ͷی عمومͬ خواص و کلͬ تعریف با کنون تا

برای شد بیان قبلا́ که همانگونه اما دستگاه هاست. این حل مباحث این طرح از هدف شدیم.

ẋ = A(t)x یعنͬ آن نظیر همͽن دستگاه ابتدا است لازم ẋ = A(t)x + b(t) دستگاه بررسͬ

این به تفصیل به و بود خواهد ẋ = A(t)x دستگاه حل هدف، ادامه، در پس کنیم. بررسͬ را

ͬ پردازیم. م موضوع

ویژه مقدار از استفاده با همͽن خطͬ دستگاه حل ۱ .۴

هرگاه گویند ثابت ضرایب با دستگاه ͷی را ẋ = A(t)x معادلات دستگاه .۱۱ .۴ تعریف

باشد. ثابت درایه های با ماتریس ͷی A(t) = A

نظیر ویژه بردار X۰ و آن ویژه مقدار ͷی λ۰ و n× n ماتریس ͷی A کنید فرض .۱۲ .۴ قضیه

است. ẋ = Ax دستگاه از جواب ͷی x(t) = eλ۰tX۰ صورت، این در باشد. λ۰

اثبات.

x(t) = eλ۰tX۰ =⇒ ẋ(t) = λ۰e
λ۰tX۰ = eλ۰tλ۰X۰ = eλ۰tAX۰ = Aeλ۰tX۰ = Ax(t).

■ است. دستگاه جواب x(t) پس



۷۳ ویژه مقدار از استفاده با همͽن خطͬ دستگاه حل .۱ .۴

کنید. حل را زیر دستگاه .۱۳ .۴ مثال

ẋ =

[
۰ ۱
−۲ −۳

]
x.

ͬ آوریم: م بدست را A ویژه مقادیر ابتدا حل.

A =

[
۰ ۱
−۲ −۳

]
=⇒ |A− λI| =

∣∣∣∣−λ ۱
−۲ −۳− λ

∣∣∣∣ = ۰ =⇒ λ(λ+ ۳) + ۲ = ۰

=⇒ λ۲ + ۳λ+ ۲ = ۰

=⇒ λ۱ = −۱ , λ۲ = −۲.

ͬ آوریم: م بدست را ویژه مقادیر از کدام هر نظیر ویژه  بردارهای حال

λ۱ = −۱ : (A+I)

[
x۱
x۲

]
=

[
۱ ۱
−۲ −۲

] [
x۱
x۲

]
= ۰ =⇒

{
x۱ + x۲ = ۰
−۲x۱ − ۲x۲ = ۰

=⇒ x۲ = −x۱.

با: بود خواهد برابر λ۱ = −۱ نظیر ویژه بردار نتیجه، ]در
x۱
x۲

]
=

[
x۱
−x۱

]
= x۱

[
۱
−۱

]
=⇒ X(۱) =

[
۱
−۱

]
.

از: است عبارت سوال مورد معادلات دستگاه جواب های از ͬͺی پس

φ۱(t) = e−t

[
۱
−۱

]
=

[
e−t

−e−t

]
داریم: A ماتریس دیͽر ویژه ی مقدار برای حال

λ۲ = −۲ : (A+۲I)
[
x۱
x۲

]
=

[
۲ ۱
−۲ −۱

] [
x۱
x۲

]
= ۰ =⇒

{
۲x۱ + x۲ = ۰
−۲x۱ − x۲ = ۰

=⇒ x۲ = −۲x۱.

با: بود خواهد برابر λ = −۲ نظیر ویژه بردار نتیجه، ]در
x۱
x۲

]
=

[
x۱

−۲x۱

]
= x۱

[
۱
−۲

]
=⇒ X(۲) =

[
۱
−۲

]
.

از: است عبارت معادلات دستگاه دیͽر جواب پس

φ۲(t) = e−۲t
[

۱
−۲

]
=

[
e−t

−۲e−۲t

]
.
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صورت به دستگاه عمومͬ جواب نهایت، در هستند. خطͬ مستقل آمده بدست جواب دو

یعنͬ است، آمده بدست جواب دو از خطͬ ترکیب ͷی

x(t) = c۱φ۱(t) + c۲φ۲(t) = c۱

[
e−t

−e−t

]
+ c۲

[
e−۲t

−۲e−۲t

]
=

[
e−t e−۲t

−e−t −۲e−۲t

] [
c۱
c۲

]
.

■

خواهید کنید، دقت قبل مثال عمومͬ جواب در آمده بدست ماتریس به چنانچه .۱۴ .۴ ملاحظه

مورد این در است. دستگاه خطͬ مستقل جواب های از ͬͺی آن، ستون های از کدام هر که دید

گفت. خواهیم سخن بیشتر آینده در ماتریسͬ چنین ماهیت و

در که باشد ẋ = A(t)x دستگاه از مختلط جواب ͷی x(t) = U(t) + iV (t) اگر .۱۵ .۴ قضیه

خود نیز، V (t) و U(t) توابع از هرکدام آنگاه هستند، حقیقͬ برداری توابع V (t) و U(t) آن

ͬ باشند. م ẋ = A(t)x دستگاه جواب های

داریم: پس است، دستگاه جواب x(t) = U(t) + iV (t) چون اثبات.

U̇ + iV̇ = A(t)
(
U + iV

)
= A(t)U + iA(t)V =⇒

{
U̇ = A(t)U

V̇ = A(t)V

■ هستند. ẋ = A(t)x دستگاه از حقیقͬ جواب هایی V (t) و U(t) پس

کنید. حل را زیر دستگاه .۱۶ .۴ }مثال
ẋ۱ = ۳x۱ + x۲

ẋ۲ = −۱۳x۱ − ۳x۲

ͬ کنیم: م بازنویسͬ ماتریسͬ فرم به را دستگاه ابتدا حل.

ẋ =

[
۳ ۱

−۱۳ ۳

]
x.

ͬ آوریم: م بدست را ضرایب ماتریس ویژه مقادیر سپس

det(A−λI) =
∣∣∣∣۳− λ ۱
−۱۳ −۳− λ

∣∣∣∣ = (λ−۳)(λ+۳)+۱۳ = ۰ =⇒ λ۲+۴ = ۰ =⇒ λ = ±۲i.
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پس هستند. یͺدیͽر مزدوج و مختلط ماتریس، این ویژه ی مقادیر که ͬ کنید م مشاهده

بود. خواهند یͺدیͽر مزدوج نیز آنها نظیر ویژه ی بردارهای

(A− ۲iI)
[
x۱
x۲

]
=

[
۳− ۲i ۱
−۱۳ −۳− ۲i

] [
x۱
x۲

]
= ۰ =⇒

{
(۳− ۲i)x۱ + x۲ = ۰
−۱۳x۱ + (−۳− ۲i)x۲ = ۰

داشت: خواهیم x۱ = ۱ فرض با بنابراین، .x۲ = (−۳+ ۲i)x۱ ͬ شود م نتیجه فوق دستگاه از
[
x۱
x۲

]
=

[
۱

−۳+ ۲i

]
=

[
۱

−۳

]
+ i

[
۰
۲

]
.

از: است عبارت شده داده معادلات دستگاه برای جواب ͷی نتیجه، در

φ(t) = e۲it
([

۱
−۳

]
+ i

[
۰
۲

])
=
(
cos ۲t+ i sin ۲t

)([ ۱
−۳

]
+ i

[
۰
۲

])
=

[
cos ۲t

−۳ cos ۲t− ۲ sin ۲t

]
︸ ︷︷ ︸

φ۱(t)

+i

[
sin ۲t

۲ cos ۲t− ۳ sin ۲t

]
︸ ︷︷ ︸

φ۲(t)

.

هستند. معادله جواب های نیز φ۲ و φ۱ قبل، قضیه طبق

از: است عبارت شده داده معادلات دستگاه عمومͬ جواب نهایت، در

x(t) = c۱φ۱(t) + c۲φ۲(t) = c۱

[
cos ۲t

−۳ cos ۲t− ۲ sin ۲t

]
+ c۲

[
sin ۲t

۲ cos ۲t− ۳ sin ۲t

]
=

[
cos ۲t sin ۲t

−۳ cos ۲t− ۲ sin ۲t ۲ cos ۲t− ۳ sin ۲t

] [
c۱
c۲

]
.

■

آورید. بدست را ẋ =

[
۱ ۱
−۱ ۳

]
x خطͬ دستگاه عمومͬ جواب .۱۷ .۴ مثال

داریم حل.

det (A− λI) =

∣∣∣∣۱− λ ۱
−۱ ۳− λ

∣∣∣∣ = ۰ =⇒ (λ− ۱)(λ− ۳) + ۱ = ۰ =⇒ λ۱ = λ۲ = ۲.

(A− ۲I)
[
x۱
x۲

]
=

[
−۱ ۱
−۱ ۱

] [
x۱
x۲

]
= ۰ =⇒ x۱ = x۲.
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صورت به جواب ͷی تنها و است ضرایب ماتریس ویژه ی بردار تنها X(۱) = [۱, ۱]T پس

جواب دو به نیاز دستگاه، حل برای اما ͬ شود. م حاصل دستگاه برای φ۱(t) = e۲t[۱, ۱]T

■ است. ناکارآمد سوال این حل در قبل قضایای پس داریم. خطͬ مستقل

و ماتریسͬ تابع ͷی A : I =⇒ Mn×n(R) کنید فرض .۱۸ .۴ قضیه

φ(t) = [φ۱(t), φ۲(t), . . . , φn(t)]

جواب φ(t) صورت، این در باشد. φn(t), . . . , φ۲(t), φ۱(t) ستون های با ماتریس ͷی نیز

جواب φi(t)ها یعنͬ آن ستون های از کدام هر اگر تنها و اگر است (؟؟) ماتریسͬ معادله

معادله جواب φ(t) = [φ۱(t), φ۲(t), . . . , φn(t)] اگر به علاوه باشند. (؟؟) برداری معادله

نیز x(t) = φ(t)C برداری تابع ،C = [c۱, c۲, . . . , cn]
T بردار برای آنگاه باشد، (؟؟) ماتریسͬ

ͬ باشد. م (؟؟) برداری معادله جواب

داریم: پس باشند. (؟؟) برداری معادله جواب های φ(t) کنیم فرض ابتدا اثبات.

∀ i = ۱, . . . , n φ̇i(t) = A(t)φi(t).

داریم: صورت این در .φ(t) = [φ۱(t), φ۲(t), . . . , φn(t)] ͬ دهیم م قرار حال

φ̇(t) = [φ̇۱, . . . , φ̇n] = [A(t)φ۱, . . . , A(t)φn] = A(t) [φ۱, . . . , φn] = A(t)φ(t).

است. (؟؟) ماتریسͬ معادله جواب φ(t) پس

باشد. (؟؟) ماتریسͬ معادله جواب φ(t) = [φ۱(t), φ۲(t), . . . , φn(t)] کنیم فرض برعکس:

داریم: پس

φ̇(t) = A(t)φ(t) = A(t) [φ۱(t), . . . , φn(t)] = [A(t)φ۱(t), . . . , A(t)φn(t)]

=⇒ [φ̇۱, . . . , φ̇n] = [A(t)φ۱, . . . , A(t)φn] =⇒


φ̇۱ = A(t)φ۱
...
φ̇n = A(t)φn



۷۷ ویژه مقدار از استفاده با همͽن خطͬ دستگاه حل .۱ .۴

است. (؟؟) برداری معادله جواب φi(t) ،۱ ⩽ i ⩽ n هر برای پس

ماتریسͬ دستگاه جواب φ(t) = [φ۱(t), φ۲(t), . . . , φn(t)] کنیم فرض قضیه دوم قسمت برای

.x(t) = φ(t)C ͬ دهیم م قرار باشد. دلخواه و ثابت بردار ͷی C = [c۱, c۲, . . . , cn]
T و (؟؟)

داریم: صورت این در

ẋ(t) = φ̇(t)C = A(t)φ(t)C = A(t)x(t).

■ است. (؟؟) برداری معادله جواب ͷی x(t) پس

A : I =⇒ Mn×n(R) کنید فرض ماتریسͬ) یͺتاییجواببرایدستگاه و (وجود .۱٩ .۴ قضیه

ماتریسͬ دستگاه صورت این در .t۰ ∈ I و پیوسته ماتریسͬ تابع ͷی{
Ẋ = A(t)X

X(t۰) = X۰

یͺتاست. جوابی دارای I روی

اسͺالر) (تابع عبارت ،A(t) = [aij(t)]n×n ماتریس برای ماتریس) (اثر .۲۰ .۴ تعریف

tr
(
A(t)

)
= a۱۱(t) + a۲۲(t) + . . .+ ann(t) =

n∑
i=۱

aii(t)

ͬ کنیم. م تعریف A(t) ماتریس اثر را

برداری معادله جواب های ،φn(t), . . . , φ۲(t), φ۱(t) کنید فرض (لیوویل) .۲۱ .۴ قضیه

برقرار زیر فرمول یا رابطه ،t ∈ I هر برای صورت، این در باشند. I بازه ی روی ẋ = A(t)x

است:

detφ(t) = detφ(t۰) exp

[∫ t

t۰

tr(A(s))ds

]
. (۳ .۴)

ͬ نامیم. م لیوویل فرمول را بالا رابطه
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و تیلور بسط اساس بر ͬͺی داد، ارائه اثبات دو ͬ توان م لیوویل فرمول اثبات برای اثبات.

ارائه اثبات دو هر اینجا، در دترمینان. خواص از استفاده و ماتریسͬ فرم اساس بر دیͽری

ͬ شوند. م

ͬ دهیم م قرار اول. اثبات

y(t) = det(φ(t)),

که ͬ دهیم م نشان و

y′(t) = tr(A(t))y(t), ∀ t ∈ I.

که دید ͬ توان م راحتͬ به دترمینان، بسط تعریف از استفاده با نکته.

det(I + εA+O(ε۲)) = ۱+ tr(A)ε+O(ε۲).

نوشت ͬ توان م ،t۰ حول تیلور بسط از استفاده با باشد. دلخواه t۰ ∈ I کنیم فرض حال

φ(t) = φ(t۰) + φ′(t۰)(t− t۰) + . . . = φ(t۰) + A(t۰)φ(t۰)(t− t۰) + . . .

= (I + A(t۰)(t− t۰) + . . .)φ(t۰)

=⇒ det(φ(t)) = det(I + A(t۰)(t− t۰) + . . .) det(φ(t۰))

=⇒ y(t) = (۱+ tr(A(t۰))(t− t۰) + . . .)y(t۰) = y(t۰) + tr(A(t۰))y(t۰)(t− t۰) + . . .

=⇒ y′(t۰) = tr(A(t۰))y(t۰). □

باشند φ(t) ماتریس ام n تا اول سطرهای ترتیب به R۱, R۲, . . . , Rn کنیم فرض دوم. اثبات



۷۹ ویژه مقدار از استفاده با همͽن خطͬ دستگاه حل .۱ .۴

صورت، این در .۱ ≤ i, j ≤ n آن در که ،A(t) = [aij] کنیم فرض و

φ̇ = Aφ =⇒ Ṙ۱ = a۱۱R۱ + a۱۲R۲ + . . .+ a۱nRn,

Ṙ۲ = a۲۱R۱ + a۲۲R۲ + . . .+ a۲nRn,

...

Ṙn = an۱R۱ + an۲R۲ + . . .+ annRn.

بنابراین،

d

dt
det(φ) =

d

dt

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
R۱
R۲
...
Rn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Ṙ۱
R۲
...
Rn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
R۱

Ṙ۲
...
Rn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ . . .+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
R۱
R۲
...
Ṙn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a۱۱R۱ + a۱۲R۲ + . . .+ a۱nRn

R۲
...
Rn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
R۱

a۲۱R۱ + a۲۲R۲ + . . .+ a۲nRn

...
Rn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ . . .+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
R۱
R۲
...

an۱R۱ + an۲R۲ + . . .+ annRn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a۱۱R۱
R۲
...
Rn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

R۱
a۲۲R۲

...
Rn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ . . .+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
R۱
R۲
...

annRn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = a۱۱

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
R۱
R۲
...
Rn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ a۲۲

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
R۱
R۲
...
Rn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ . . .+ ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
R۱
R۲
...
Rn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a۱۱ + a۲۲ + . . .+ ann)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
R۱
R۲
...
Rn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = tr(A) det(φ).

■

لیوویل قضیه از حاصل نتایج ۱ .۱ .۴

ͬ کنیم. م بیان را لیوویل قضیه از منتج نتایج بخش، این در

اولیه شرط در که است ẋ = Ax معادله ی از ماتریسͬ جواب ͷی φ(t) = eAt چون .۱
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داریم لیوویل قضیه از لذا ͬ کند، م صدق φ(۰) = I

det(eAt) = e
∫ t
۰ tr(A)dτ = etr(A)t =⇒ det(eA) = etr(A).

تحت Ω یافته انتقال Ωt = ϕt(Ω) ⊂ Rn و Rn در کراندار ناحیه ای Ω ⊂ Rn کنید فرض .۲

داخل نقاط اگر باشد. t زمان از بعد ẋ = Ax خطͬ برداری میدان از ϕt(x۰) = eAtx۰ جریان

خواهیم آنگاه دهیم، نمایش x = (x۱, . . . , xn) با را Ω داخل نقاط و y = (y۱, . . . , yn) با را Ωt

چندمتغیره انتگرال در متغیر تعویض قضیه از حال . ∂y
∂x

= eAt نتیجه در و y = eAtx داشت

که ͬ شود م نتیجه

Vt = vol(Ωt) =

∫
Ωt

dy =

∫
Ω

∣∣∣∣det [ ∂(y۱, . . . , yn)∂(x۱, . . . , xn)

]∣∣∣∣ dx =

∫
Ω

det(eAt) dx

= det(eAt)

∫
Ω

dx = etr(A)t

∫
Ω

dx = etr(A)tvol(Ω)

= etr(A)t V۰.

آنگاه باشد، صفر با متحد ẋ = Ax برداری میدان دیورژانس معادل، بطور یا ،tr(A) = ۰ اگر

ͬ نامند. م حجم حافظ را برداری میدان چنین اینرو، از .t ∈ R هر ازای به Vt = V۰

دیورژانس هرگاه ͬ نامیم، م حجم حافظ را ،x ∈ Rn که ،ẋ = f(x) برداری میدان .۲۲ .۴ تعریف

Df(x) (ژاکوبی) یاکوبی ماتریس اثر بودن صفر با معادل شرط این که باشد، صفر با متحد آن

باشد، برداری میدان این توسط شده تولید جریان ϕ(t, x۰) اگر که است این آن دلیل است.

آنگاه

ϕ(۰, x۰) = x۰ =⇒ ∂ϕ(۰, x۰)

∂x۰
= I =⇒ det

[
∂ϕ(۰, x۰)

∂x۰

]
= det(I) = ۱.

ϕ̇(t, x۰) = f(ϕ(t, x۰)) =⇒ ∂

∂x۰
ϕ̇(t, x۰) = Df(ϕ(t, x۰)) ·

∂

∂x۰
ϕ(t, x۰)

=⇒ ∂

∂t

[
∂

∂x۰
ϕ(t, x۰)

]
= Df(ϕ(t, x۰)) ·

[
∂

∂x۰
ϕ(t, x۰)

]
=⇒ det

[
∂ϕ(t, x۰)

∂x۰

]
= exp

(∫ t

۰
tr [Df(ϕ(τ, x۰))] dτ

)
= exp(۰) = e۰ = ۱.



۸۱ ویژه مقدار از استفاده با همͽن خطͬ دستگاه حل .۱ .۴

بازه  روی ẋ = A(t)x برداری معادله جواب های ،φn(t), . . . , φ۲(t), φ۱(t) کنید فرض .۳

دو از ͬͺی فقط φ(t) = [φ۱(t), φ۲(t), . . . , φn(t)] ماتریس برای صورت، این در باشند. I

داد: خواهد رخ زیر حالت

φn(t), . . . , φ۲(t), φ۱(t) که ͬ دهد م رخ زمانͬ حالت این .detφ(t) ̸= ۰ ،t ∈ I هر برای •

باشند. خطͬ مستقل

φn(t), . . . , φ۲(t), φ۱(t) که ͬ دهد م رخ زمانͬ حالت این .detφ(t) = ۰ ،t ∈ I هر برای •

باشند. خطͬ وابسته

برداری توابع چنانچه یعنͬ است، مهم بسیار فوق نتیجه ی فرض که باشید داشته توجه

نخواهد برقرار کلͬ حالت در فوق نتیجه ی نباشند، دستگاه جواب φn(t), . . . , φ۲(t), φ۱(t)

است. رابطه همین در زیر مثال بود.

برداری توابع دهید نشان .۲۳ .۴ مثال

φ۱(t) =

[
t۲

۱

]
, φ۲(t) =

[
t|t|
۱

]

این از .detφ(۰) = ۰ که دهید نشان φ(t) = [φ۱(t), φ۲(t)] ماتریس برای و ͬ اند خط مستقل

گرفت؟ ͬ توان م نتیجه ای چه اتفاق

که: باشند ثابت هایی c۲ و c۱ کنیم فرض حل.

∀t ∈ R, c۱φ۱(t) + c۲φ۲(t) = ۰ =⇒ c۱

[
t۲

۱

]
+ c۲

[
t|t|
۱

]
=

[
c۱t

۲ + c۲t|t|
c۱ + c۲

]
= ۰.

داشت: خواهیم نیز t = −۱ برای }پس
c۱ − c۲ = ۰
c۱ + c۲ = ۰

=⇒ c۱ = c۲ = ۰.
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همچنین، ͬ اند. خط مستقل φ۲ و φ۱ پس

φ(t) =

[
t۲ t|t|
۱ ۱

]
=⇒ φ(۰) =

[
۰ ۰
۱ ۱

]
=⇒ detφ(۰) = ۰.

■ باشند. ẋ = A(t)x دستگاه جواب های ͬ توانند نم φ۲ و φ۱ که ͬ گیریم م نتیجه اتفاق این از

جواب اساسͬ ماتریس ͷی را φn×n(t) ماتریسͬ تابع جواب) اساسͬ (ماتریس .۲۴ .۴ تعریف

هرگاه: ẋ گوییم = A(t)x برداری دستگاه برای

باشد. Ẋ = A(t)X ماتریسͬ دستگاه جواب φn×n(t) •

∀t ∈ I : detφ(t) ̸= ۰ •

ẋ است = A(t)x دستگاه برای جواب اساسͬ ماتریس ͷی φn×n(t) ماتریسͬ تابع .۲۵ .۴ قضیه

اگر به علاوه باشند. برداری دستگاه از خطͬ مستقل جواب n ،φ(t) ستون های اگر تنها و اگر

صورت به دستگاه عمومͬ جواب آنگاه باشد، ẋ = A(t)x برای جواب اساسͬ ماتریس φ(t)

است. ثابت بردار ͷی C = [c۱, c۲, . . . , cn]
T آن در که بود خواهد x(t) = φ(t)C

ẋ = A(t)x دستگاه برای جواب اساسͬ ماتریس ͷی φn×n(t) ماتریسͬ تابع .۲۶ .۴ نتیجه

.detφ(t۰) ̸= ۰ که باشد موجود  t۰ ∈ I اگر تنها و اگر  است

آن از استفاده با و آورده بدست زیر دستگاه برای جواب اساسͬ ماتریس ͷی .۲۷ .۴ مثال

کنید. معرفͬ را دستگاه عمومͬ }جواب
ẋ۱ = −۲x۱ + ۳x۲

ẋ۲ = ۲x۱ + ۳x۲

ͬ کنیم: م بازنویسͬ برداری دستگاه ͷی صورت به را فوق دستگاه ابتدا حل.

ẋ = Ax =

[
−۲ ۳
۲ ۳

]
︸ ︷︷ ︸

A

x,



۸۳ ویژه مقدار از استفاده با همͽن خطͬ دستگاه حل .۱ .۴

ͬ آوریم: م بدست A ضرایب ماتریس برای را آنها نظیر ویژه بردارهای و ویژه مقادیر سپس و

det (A− λI) =

∣∣∣∣−۲− λ ۳
۲ ۳− λ

∣∣∣∣ = (λ− ۳)(λ+ ۲)− ۶ = ۰ =⇒

{
λ۱ = ۴
λ۲ = −۳

با: است برابر λ۱ = ۴ نظیر ویژه بردار

(A− ۴I)
[
x۱
x۲

]
=

[
−۶ ۳
۲ −۱

] [
x۱
x۲

]
= ۰ =⇒

{
−۶x۱ + ۳x۲ = ۰
۲x۱ − x۲ = ۰ =⇒ x۲ = ۲x۱.

=⇒
[
x۱
x۲

]
=

[
x۱
۲x۱

]
= x۱

[
۱
۲

]
=⇒ X(۱) =

[
۱
۲

]
.

با: است برابر دستگاه جواب های از ͬͺی پس

φ۱(t) = e۴t
[
۱
۲

]
.

ͬ آوریم: م بدست را λ۲ = −۳ نظیر ویژه بردار حال

(A+ ۳I)
[
x۱
x۲

]
=

[
۱ ۳
۲ ۶

] [
x۱
x۲

]
= ۰ =⇒

{
x۱ + ۳x۲ = ۰
۲x۱ + ۶x۲ = ۰

=⇒ x۱ = −۳x۲.

=⇒
[
x۱
x۲

]
=

[
−۳x۲
x۲

]
= x۲

[
−۳
۱

]
=⇒ X(۲) =

[
−۳
۱

]
.

با: است برابر نیز دستگاه دوم جواب  پس

φ۲(t) = e−۳t
[
−۳
۱

]
.

هستند. خطͬ مستقل نیز φ۲(t) و φ۱(t) پس ͬ اند، خط مستقل X(۲) و X(۱) چون که کنید توجه

ͬ دهیم: م قرار حال

φ(t) = [φ۱(t), φ۲(t)] =

[
e۴t −۳e−۳t

۲e۴t e−۳t

]
.

ͷی φ(t) اینکه برای هستند، برداری دستگاه جواب های φ(t) ماتریس ستون های که آنجایی از

غیرصفر ماتریس این دترمینان t هر برای دهیم نشان است کافͬ باشد، جواب اساسͬ ماتریس

واقع، در است.

detφ(t) = e۴te−۳t + ۶e۴te−۳t = ۷et > ۰.
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عمومͬ جواب لذا و است مذکور برداری دستگاه برای جواب اساسͬ ماتریس ͷی φ(t) پس

از: است عبارت دستگاه

x(t) = φ(t)C =

[
e۴t −۳e−۳t

۲e۴t e−۳t

] [
c۱
c۲

]
= c۱φ۱(t) + c۲φ۲(t).

■

B و  ẋ = A(t)x برداری دستگاه از جواب اساسͬ ماتریس ͷی φ(t) اگر .۲۸ .۴ قضیه

ماتریسͬ دستگاه عمومͬ جواب ψ(t) = φ(t)B آنگاه باشد، وارون پذیر ثابت ماتریس ͷی

دستگاه برای جواب اساسͬ ماتریس ͷی ψ(t) این، بر علاوه بود. خواهد Ẋ = A(t)X

هست. نیز برداری

که چرا است ماتریسͬ دستگاه جواب ψ(t) که است واضح اولا˟ اثبات.

ψ̇(t) = φ̇(t)B = Aφ(t)B = Aψ(t).

برداری دستگاه جواب ماتریس اینکه برای است، ماتریسͬ دستگاه جواب ψ(t) که آنجایی از

داریم .detψ(t) ̸= ۰ دهیم نشان است کافͬ باشد، نیز

detψ(t) = det (φ(t)B) = detφ(t) det(B) ̸= ۰.

■ است. برداری دستگاه جواب ماتریس ψ(t) پس

نمایی ماتریس تابع روش ۲ .۴

شدیم. آشنا خطͬ دیفرانسیل معادلات دستگاه حل برای ویژه مقدار روش با قبل بخش در

هندسͬ تکرار یا و باشد تکراری ویژه مقدار دارای ضرایب ماتریس که مواقعͬ در دیدیم اما

این حل برای بود. خواهد ناکارآمد دستگاه، حل برای روش این باشد، کمتر جبری تکرار از

ͬ پردازیم. م نمایی ماتریس تابع عنوان تحت دیͽری روش بیان به بخش این در مشͺل،
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صورت، این در باشد. n×n ماتریس ͷی A کنیم فرض نمایی) ماتریس (تابع .۲٩ .۴ تعریف

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به و ͬ نامیم م نمایی ماتریس تابع را eAt

eAt =
∞∑
k=۰

tk

k!
Ak = I + tA+

t۲

۲!
A۲ + . . . .

eAt نمایی ماتریس تابع صورت، این در باشد. n×n ماتریس ͷی A کنیم فرض .۳۰ .۴ قضیه

است: زیر ماتریسͬ دستگاه }جواب
Ẋ = AX,

X(۰) = In×n

اولیه مقدار مساله جواب φ(t) که ͬ دهیم م نشان .φ(t) =
∞∑
k=۰

tk

k!
Ak ͬ دهیم م قرار اثبات.

مجازیم بنابراین و است یͺنواخت همͽرای اخیر، سری که داد نشان ͬ توان م است. شده داده

داریم: پس بͽیریم. مشتق جمله به جمله سری از که

φ̇(t) =
∞∑
k=۰

k
tk−۱

k!
Ak = A

∞∑
k=۱

tk−۱

(k − ۱)!
Ak−۱ = A

∞∑
j=۰

tj

j!
Aj = Aφ(t).

■ است. اولیه مقدار مسئله جواب eAt پس .φ(۰) = I + ۰+ . . . = I طرفͬ از

حالات در آن محاسبه ی و شد تعریف
∞∑
k=۰

tk

k!
Ak صورت به eAt ماتریس چه اگر .۳۱ .۴ ملاحظه

حالت در سری این مقدار تعیین اما است، امͺان پذیر مثلتͬ یا قطری ماتریس های برای خاص

روش هایی و قضایا مشͺل، این حل برای ادامه، در است. ممͺن غیر گاهͬ و دشوار کاری کلͬ

ͬ کند. م آسان زیادی حد تا را کار که کرد خواهیم بیان را

صورت، این در باشند. ثابت مربعͬ ماتریس دو B و A کنید فرض .۳۲ .۴ قضیه

∀t ∈ R,
d

dt
eAt = AeAt آ)

ẋ = Ax معادله برای جواب اساسͬ ماتریس ͷی eAt (بنابراین، ∀t ∈ R, det eAt > ۰ ب)

است.)
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∀s, t ∈ R, eA(s+t) = eAseAt ج)

.
(
eA
)−۱

= e−A ویژه، به .
(
eAt
)−۱

= e−At داریم t ∈ R هر برای د)

.eA+B = eAeB ویژه، به .e(A+B)t = eAteBt داریم t ∈ R هر برای آنگاه ،AB = BA اگر ه)

.ePAP−۱
= PeAP−۱ یا eP−۱AP = P−۱eAP داریم P معکوس پذیر ماتریس هر برای و)

.eAt = diag[eλ۱t, eλ۲t, . . . , eλnt] آنگاه ،A = diag[λ۱, λ۲, . . . , λn] اگر ز)

هرگاه کنید محاسبه را eAt ماتریس .۳۳ .۴ مثال

A =

۱ ۰ ۰
۰ ۲ ۰
۱ ۱ ۳

 .
پس دارند. قرار  ͬ اصل قطر روی آن ویژه ی مقادیر پس است، مثلثͬ پایین A ماتریس حل.

است. شدنͬ قطری ماتریس ͷی A و ،λ۳ = ۳ ،λ۲ = ۲ ،λ۱ = ۱

ͬ آوریم: م بدست را فوق ویژه مقادیر از ͷی هر نظیر ویژه ی بردار

(A− λ۱I)

x۱
x۲
x۳

 =

۰ ۰ ۰
۰ ۱ ۰
۱ ۱ ۲

x۱
x۲
x۳

 = ۰ =⇒


x۲ = ۰
x۱ + ۲x۳ = ۰
x۳ = − ۱

۲x۱

=⇒ X(۱) =

−۲
۰
۱

 .
(A− λ۲I)

x۱
x۲
x۳

 =

−۱ ۰ ۰
۰ ۰ ۰
۱ ۱ ۱

x۱
x۲
x۳

 = ۰ =⇒
{
x۱ = ۰
x۲ + x۳ = ۰ =⇒ X(۲) =

 ۰
۱
−۱

 .
(A− λ۳I)

x۱
x۲
x۳

 =

−۲ ۰ ۰
۰ −۱ ۰
۱ ۱ ۰

x۱
x۲
x۳

 = ۰ =⇒


x۱ = ۰
x۲ = ۰
x۱ + x۲ = ۰

=⇒ X(۳) =

۰۰
۱

 .
از است عبارت P وارون پذیر ماتریس بنابراین،

P =

−۲ ۰ ۰
۰ ۱ ۰
۱ −۱ ۱

 .
نتیجه، در

P−۱AP =

۱ ۰ ۰
۰ ۲ ۰
۰ ۰ ۳

 .
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داریم قبل قضیه طبق حال

eAt =

−۲ ۰ ۰
۰ ۱ ۰
۱ −۱ ۱

et ۰ ۰
۰ e۲t ۰
۰ ۰ e۳t

− ۱
۲ ۰ ۰
۰ ۱ ۰
۱
۲ ۱ ۱

 =

 et ۰ ۰
۰ e۲t ۰

۱
۲e

t(e۲t − ۱) e۲t(et − ۱) e۳t

 .
■

ماتریس آنگاه نیست، شدنͬ قطری که باشد n × n ثابت ماتریس ͷی A اگر .۳۴ .۴ تذکر

و شده تشͺیل A تعمیم یافته ویژه  بردارهای از آن ستون های که دارد وجود P معکوس پذیر

ͬ توان م را J که ͬ دانیم م خطͬ جبر از طرفͬ، از دارد. قرار جردن فرم در J که P−۱AP = J

پوچ توان ماتریس ͷی N و قطری ماتریس ͷی Λ آن در که نوشت J = Λ + N صورت به

داریم: و شده ساده eAt ماتریس محاسبه ی حالت، این در .ΛN = NΛ و است

eAt = PeJtP−۱ = Pe(Λ+N)tP−۱ = PeΛteNtP−۱.

کنید. حساب زیر ماتریس برای را eAt توانͬ، سری از استفاده با .۳۵ .۴ مثال

A =

۲ ۱ ۰
۰ ۲ ۱
۰ ۰ ۲

 .
بنویسیم: ͬ توانیم م و است جردن فرم در A که ͬ بینیم م حل.

A =

۲ ۰ ۰
۰ ۲ ۰
۰ ۰ ۲


︸ ︷︷ ︸

Λ

+

۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۱
۰ ۰ ۰


︸ ︷︷ ︸

N

,

و Λ = ۲I آن در که

N =

۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۱
۰ ۰ ۰

 , N ۲ =

۰ ۰ ۱
۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰

 , N۳ =

۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰

 .
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پس

eAt = e(Λ+N)t = eΛteNt = e۲t

۱ ۰ ۰
۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۱

(I + tN +
t۲

۲!
N ۲ + ۰+ ۰+ . . .

)

= e۲t

۱ ۰ ۰
۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۱

+

۰ t ۰
۰ ۰ t
۰ ۰ ۰

+

۰ ۰ t۲

۲
۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰

 = e۲t

۱ t t۲

۲
۰ ۱ t
۰ ۰ ۱

 .
■

کنید. حساب را eAt زیر، ماتریس برای .۳۶ .۴ مثال

A =

 ۲ ۴ ۳
−۴ −۶ −۳
۳ ۳ ۱

 .
و دشوار بسیار کاری تعریف، توانͬ سری طریق از مستقیماً eAt محاسبه ی اینجا در حل.

این برای داد. انجام را کار این ،۳۴ .۴ تذکر از استفاده با ͬ توان م اما است. ممͺن غیر حتͬ

ͬ آوریم. م بدست را A ویژه ی مقادیر اول، ͬ دهیم. م قرار جردن فرم در را A ماتریس منظور،

det(A−λI) =

∣∣∣∣∣∣
۲− λ ۴ ۳
−۴ −۶− λ −۳
۳ ۳ ۱− λ

∣∣∣∣∣∣ = (۱−λ)(λ+۲)۲ = ۰ =⇒

{
λ۱ = ۱
λ۲ = λ۳ = −۲

دید خواهید ادامه در ͬ دهیم. م تشͺیل را P ماتریس و آورده بدست را ویژه  بردارهای اکنون

بیابیم. یافته تعمیم ویژه بردار که است لازم است تکراری ویژه مقدار ͷی که λ۲ برای که

:λ۱ = ۱ نظیر ویژه بردار محاسبه

(A−I)

xy
z

 =

 ۱ ۴ ۳
−۴ −۷ −۳
۳ ۳ ۰

xy
z

 =

۰۰
۰

 =⇒


x+ ۴y + ۳z = ۰
−۴x− ۷y − ۳z = ۰
۳x+ ۳y = ۰

=⇒

{
y = −x
z = x

:λ۲ = λ۳ = −۲ نظیر ویژه بردار محاسبه .V۱ = [۱,−۱, ۱]T پس

(A+ ۲I)

xy
z

 =

 ۴ ۴ ۳
−۴ −۴ −۳
۳ ۳ ۳

xy
z

 =

۰۰
۰

 =⇒


۴x+ ۴y + ۳z = ۰
−۴x− ۴y − ۳z = ۰
۳x+ ۳y + ۳z = ۰
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جایͽذاری با که z = −x − y داریم سوم معادله از و یͺسانند دوم و اول معادله اینجا در

با است برابر هم دوم ویژه ی بردار لذا .z = ۰ پس .y = −x داشت خواهیم اول معادله در

باشیم: داشته باید لذا . (A+ ۲I)V۳ = V۲ که ͬ یابیم م چنان را V۳ بردار حال .V۲ = [۱,−۱, ۰]T

 ۴ ۴ ۳
−۴ −۴ −۳
۳ ۳ ۳

xy
z

 =

 ۱
−۱
۰

 =⇒


۴x+ ۴y + ۳z = ۱
−۴x− ۴y − ۳z = −۱
۳x+ ۳y + ۳z = ۰

جایͽذاری با که z = −x− y داریم سوم معادله از و یͺسانند دوم و اول معادله هم اینجا در

تعمیم یافته ویژه  بردار بنابراین، .z = −۱ پس .y = −x + ۱ داشت خواهیم اول معادله در

با: است برابر P ماتریس پس .V۳ = [۰, ۱,−۱]T با است برابر

P = [V۱ V۲ V۳] =

 ۱ ۱ ۰
−۱ −۱ ۱
۱ ۰ −۱

 .
که: دید خواهیم P−۱ محاسبه با صورت این در

P−۱AP = J =

۱ ۰ ۰
۰ −۲ ۱
۰ ۰ −۲

 =

۱ ۰ ۰
۰ −۲ ۰
۰ ۰ −۲


︸ ︷︷ ︸

Λ

+

۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۱
۰ ۰ ۰


︸ ︷︷ ︸

N

.

داریم: ادامه در پس .N ۲ = ۰ که کنید توجه

eNt = I + tN =

۱ ۰ ۰
۰ ۱ t
۰ ۰ ۱

 , eΛt =

et ۰ ۰
۰ e−۲t ۰
۰ ۰ e−۲t

 ,
eJt = e(Λ+N)t = eΛteNt =

et ۰ ۰
۰ e−۲t te−۲t

۰ ۰ e−۲t

 .
نهایت در و

eAt = PeJtP−۱ =

 e−۲t (t+ e۳t) e−۲t (t+ e۳t − ۱) e−۲t (−۱+ e۳t)
−e−۲t (t+ e۳t − ۱) −e−۲t (t+ e۳t − ۲) −e−۲t (−۱+ e۳t)
e−۲t (−۱+ e۳t) e−۲t (−۱+ e۳t) et

 .
■
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(نه ویژه  مقادیر λn, . . . , λ۲, λ۱ کنید فرض (eAt یافتن برای پوتزر (الͽوریتم .۳۷ .۴ قضیه

صورت این در باشند. A ثابت ماتریس متمایز) لزوماً

eAt =
n−۱∑
k=۰

Pk+۱(t)Mk,

آن در که

M۰ = I, Mk =
k∏
i=۱

(A− λiI) , k = ۱, ۲, . . . , n,

اولیه مقدار مساله جواب P (t) = [P۱(t), . . . , Pn(t)]
T برداری تابع و

Ṗ =


λ۱ ۰
۱ λ۲

. . . . . .
۰ ۱ λn

P,
است. P (۰) = [۱, ۰, . . . , ۰]T اولیه شرط با

داریم: اول مرحله در اثبات.


Ṗ۱

Ṗ۲
...
Ṗn

 =


λ۱ ۰
۱ λ۲

. . . . . .
۰ ۱ λn



P۱
P۲
...
Pn

 =⇒ {

Ṗ۱ = λ۱P۱, P۱(۰) = ۱

Ṗ۲ = P۱ + λ۲P۲, P۲(۰) = ۰

...

Ṗn = Pn−۱ + λnPn, Pn(۰) = ۰

(۴ .۴)

اولیه مقدار مساله جواب φ(t) که ͬ دهیم م نشان و φ(t) =
n−۱∑
k=۰

Pk+۱(t)Mk ͬ دهیم م قرار حال

{
Ẋ = AX,

X(۰) = I

که کنید توجه ابتدا است.

φ(۰) =
n−۱∑
k=۰

Pk+۱(۰)Mk = I.
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داشت: خواهیم ،(۴ .۴) معادلات از استفاده با دیͽر، طرف از ͬ کند. م صدق اولیه شرط در پس

φ̇(t)− Aφ(t) =
n−۱∑
k=۰

Ṗk+۱(t)Mk − A
n−۱∑
k=۰

Pk+۱(t)Mk

= Ṗ۱(t)M۰ +
n−۱∑
k=۱

Ṗk+۱(t)Mk −
n−۱∑
k=۰

APk+۱(t)Mk

= λ۱P۱(t)M۰ +
n−۱∑
k=۱

(
Pk(t) + λk+۱Pk+۱(t)

)
Mk −

n−۱∑
k=۰

Pk+۱(t)AMk.

داریم: Mk تعریف به توجه با

Mk+۱ =
k+۱∏
i=۱

(
A−λiI

)
=

Mk︷ ︸︸ ︷(
k∏
i=۱

(
A− λiI

)) (
A−λk+۱I

)
=⇒ AMk =Mk+۱+λk+۱Mk.

داشت: خواهیم قبلͬ، عبارت در نتیجه این جایͽذاری با

φ̇(t)− Aφ(t) =
n−۱∑
k=۰

Pk(t)Mk −
n−۱∑
k=۰

Pk+۱(t)Mk+۱

=
n−۱∑
k=۰

Pk(t)Mk −
n∑

k=۱

Pk(t)Mk = −Pn(t)Mn.

نتیجه، در و Mn = ۰ همیلتون، کیلͬ قضیه طبق اما

φ̇(t)− Aφ(t) = ۰ =⇒ φ̇(t) = Aφ(t).

داریم جواب، یͺتایی و وجود قضیه طبق پس است، دستگاه این جواب نیز eAt که آنجایی از

eAt =
n−۱∑
k=۰

Pk+۱(t)Mk.

■

جواب آن از استفاده با و کرده محاسبه را eAt ماتریس ،A =

[
۱ ۱
−۱ ۳

]
برای .۳۸ .۴ مثال

کنید. معرفͬ را ẋ = Ax برداری دستگاه عمومͬ
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ͬ کنیم. م حل پوتزر الͽوریتم از استفاده با را دستگاه این حل.

eAt =
۲−۱∑
k=۰

Pk+۱(t)Mk = P۱(t)M۰ + P۲(t)M۱.

داریم بیابیم. را A ویژه ی مقادیر ͬ بایست م Piها و M۱ محاسبه برای

det (A− λI) =

∣∣∣∣۱− λ ۱
−۱ ۳− λ

∣∣∣∣ = ۰ =⇒ (λ− ۱)(λ− ۳) + ۱ = ۰ =⇒ λ۱ = λ۲ = ۲.

صورت، این در

M۰ =

[
۱ ۰
۰ ۱

]
, M۱ =

۱∏
i=۱

(A− ۲I) = (A− ۲I) =
[
−۱ ۱
−۱ ۱

]
.

داریم: Piها برای }همچنین،
Ṗ۱ = ۲P۱, P۱(۰) = ۱
Ṗ۲ = P۱ + ۲P۲, P۲(۰) = ۰

=⇒
{
P۱(t) = e۲t

P۲(t) = te۲t

آوریم: بدست زیر صورت به را eAt ͬ توانیم م حال

eAt = e۲t
[
۱ ۰
۰ ۱

]
+ te۲t

[
−۱ ۱
−۱ ۱

]
=

[
e۲t − te۲t te۲t

−te۲t e۲t + te۲t

]
= e۲t

[
۱− t t
−t ۱+ t

]
.

از: است عبارت ẋ = Ax برداری دستگاه عمومͬ جواب بنابراین،

x(t) = eAtC = e۲t
[
۱− t t
−t ۱+ t

] [
c۱
c۲

]
= c۱e

۲t
[
۱− t
−t

]
+ c۲e

۲t
[

t
۱+ t

]
.

■

جواب آن از استفاده با و کرده محاسبه را eAt ماتریس ،A =

[
۱ −۱
۵ −۱

]
برای .۳٩ .۴ مثال

کنید. معرفͬ را ẋ = Ax برداری دستگاه عمومͬ

داریم پوتزر الͽوریتم از استفاده با حل.

eAt =
۲−۱∑
k=۰

Pk+۱(t)Mk = P۱(t)M۰ + P۲(t)M۱.



۹۳ نمایی ماتریس تابع روش .۲ .۴

داریم: A ویژه ی مقادیر محاسبه ی برای

det (A− λI) =

∣∣∣∣۱− λ −۱
۵ −۱− λ

∣∣∣∣ = ۰ =⇒ (λ− ۱)(λ+ ۱) + ۵ = ۰ =⇒

{
λ۱ = ۲i
λ۲ = −۲i

داشت: خواهیم صورت این در

M۱ =
۱∏

i=۱

(A− ۲iI) = (A− ۲iI) =
[
۱− ۲i −۱
۵ −۱− ۲i

]
.

داریم: Piها برای Ṗ۱همچنین، = ۲iP۱, P۱(۰) = ۱ =⇒ P۱(t) = e۲it = cos ۲t+ i sin ۲t

Ṗ۲ = P۱ − ۲iP۲, P۲(۰) = ۰ =⇒ P۲(t) = − ۱
۴ie

۲it + ۱
۴ie

−۲it

ͬ کنیم: م ساده زیر صورت به را P۲(t) عبارت

P۲(t) = − ۱
۴
ie۲it +

۱
۴
ie−۲it = − ۱

۴
i
(
cos ۲t+ i sin ۲t

)
+

۱
۴
i
(
cos ۲t− i sin ۲t

)
= − ۱

۴
i۲ sin ۲t− ۱

۴
sin ۲t =

۱
۲
sin ۲t.

آوریم: بدست زیر صورت به را eAt ͬ توانیم م حال

eAt =
(
cos ۲t+ i sin ۲t

) [۱ ۰
۰ ۱

]
+

۱
۲
sin ۲t

[
۱− ۲i −۱
۵ −۱− ۲i

]

=

[
cos ۲t+ ۱

۲ sin ۲t − ۱
۲ sin ۲t

۵
۲ sin ۲t cos ۲t− ۱

۲ sin ۲t

]
.

از است عبارت نظر مورد برداری دستگاه عمومͬ جواب بنابراین،

x(t) = eAtC = eAt

[
c۱
c۲

]
= c۱

[
cos ۲t+ ۱

۲ sin ۲t
۵
۲ sin ۲t

]
+ c۲

[
− ۱

۲ sin ۲t
cos ۲t− ۱

۲ sin ۲t

]
.

■

کنید. حل را زیر برداری اولیه مقدار دستگاه پوتزر، الͽوریتم از استفاده با .۴۰ .۴ مثال

ẋ =

۲ ۰ ۰
۱ ۲ ۰
۱ ۰ ۳

x, x(۰) =

 ۱
۲
۳

 .
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داریم پوتزر، توسط شده ارائه فرمول از استفاده با حل.

eAt =
۲∑

k=۰

Pk+۱(t)Mk = P۱(t)M۰ + P۲(t)M۱ + P۳(t)M۲.

روی مقادیر همان ویژه  مقادیر است، مثلثͬ پایین ماتریس ͷی ضرایب ماتریس که آنجایی از

تعریف، طبق پس .λ۳ = ۳ و ،λ۲ = ۲ ،λ۱ = ۲ یعنͬ هستند، اصلͬ قطر

M۰ = I =

۱ ۰ ۰
۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۱

 ,
M۱ = (A− λ۱I) =

۰ ۰ ۰
۱ ۰ ۰
۱ ۰ ۱

 ,
M۲ = (A− λ۱I)(A− λ۲I) =

۰ ۰ ۰
۱ ۰ ۰
۱ ۰ ۱

۲

=

۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰
۱ ۰ ۱

 .
ͬ آوریم: م بدست زیر صورت به را Piها حال

Ṗ۱

Ṗ۲

Ṗ۳

 =

۲ ۰ ۰
۱ ۲ ۰
۰ ۱ ۳

P۱
P۲
P۳

 , P (۰) =

۱۰
۰


=⇒


Ṗ۱ = ۲P۱, P۱(۰) = ۱ =⇒ P۱(t) = e۲t

Ṗ۲ = P۱ + ۲P۲, P۲(۰) = ۰ =⇒ P۲(t) = te۲t

Ṗ۳ = P۲ + ۳P۳, P۳(۰) = ۰ =⇒ P۳(t) = −te۲t − e۲t + e۳t

که ͬ یابیم م پوتزر، فرمول در بالا در آمده بدست موارد جایͽذاری با

eAt = e۲t

۱ ۰ ۰
۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۱

+ te۲t

۰ ۰ ۰
۱ ۰ ۰
۱ ۰ ۱

+ (e۳t − (۱+ t)e۲t)

۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰
۱ ۰ ۱

 =

 e۲t ۰ ۰
te۲t e۲t ۰

−e۲t + e۳t ۰ e۳t

 .
ͬ گردد: م معرفͬ زیر صورت به شده داده دستگاه عمومͬ جواب پس

x(t) = eAt

c۱c۲
c۳

 = c۱

 e۲t

te۲t

−e۲t + e۳t

+ c۲

 ۰
e۲t

۰

+ c۳

 ۰
۰
e۳t

 .
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دستگاه جواب پس .c۳ = ۳, c۲ = ۲, c۱ = ۱ داشت خواهیم شده، داده اولیه شرط اعمال با

با است برابر سوال مورد اولیه مقدار

x(t) = eAt

 ۱
۲
۳

 =

 e۲t

(t+ ۲)e۲t
۴e۳t − e۲t

 .
■

دستگاه که است لازم ناهمͽن، برداری دستگاه ͷی بررسͬ برای شد، بیان قبلا́ که همانطور

ͬ توانیم م قبل، بخش های در همͽن دستگاه بررسͬ از پس اکنون شود. بررسͬ آن نظیر همͽن

ͬ آوریم. م را زیر قضیه ی رابطه، این در و پرداخته آن ناهمͽن دستگاه بررسͬ به

روی پیوسته و n × n ماتریسͬ تابع ͷی A(t) کنید فرض ثابت) تغییر (فرمول .۴۱ .۴ قضیه

اولیه  مقدار مساله ی جواب صورت، این در باشد. I روی پیوسته برداری تابع ͷی b(t) و I{
ẋ = A(t)x+ b(t),

x(t۰) = x۰ ∈ Rn

از است عبارت

x(t) = φ(t)φ−۱(t۰)x۰ + φ(t)

∫ t

t۰

φ−۱(s) b(s)ds, (۵ .۴)

است. ẋ = A(t)x همͽن معادله جواب اساسͬ ماتریس φ(t) آن در که

ͬ کنیم. م استفاده x = φ(t)z متغیر تغییر از اثبات.

x = φ(t)z =⇒ ẋ = φ̇(t)z + φ(t)ż =⇒ A(t)φ(t)z + b(t) = A(t)φ(t)z + φ(t)ż

=⇒ b(t) = φ(t)ż =⇒ ż = φ−۱(t)b(t) =⇒ z(t) = z(t۰) +

∫ t

t۰

φ−۱(s) b(s)ds

=⇒ x(t) = φ(t)z(t) = φ(t)

[
φ−۱(t۰)x۰ +

∫ t

t۰

φ−۱(s) b(s)ds

]
.

■
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باشد. ثابت ماتریس ͷی A(t) ماتریس که است وقتͬ قبل قضیه از خاصͬ حالت .۴۲ .۴ نتیجه

کرد: بیان زیر صورت به ͬ توان م را ثابت تغییر فرمول حالت، این در

این در باشد. I روی پیوسته برداری تابع ͷی b(t) و n× n ثابت ماتریس ͷی A کنید فرض

اولیه  مقدار مساله ی جواب }صورت،
ẋ = Ax+ b(t),

x(t۰) = x۰ ∈ Rn,

ͬ شود: م داده زیر فرمول با

x(t) = eA(t−t۰)x۰ +

∫ t

t۰

eA(t−s)b(s)ds. (۶ .۴)

کنید. حل را زیر اولیه ی مقدار مساله .۴۳ .۴ }مثال
ẋ۱ = x۱ + x۲ + e۲t, x۱(۰) = ۲
ẋ۲ = −x۱ + ۳x۲ + ۲e۲t, x۲(۰) = ۱

ͬ کنیم: م بازنویسͬ ماتریسͬ صورت به را معادله ابتدا حل.

ẋ =

[
۱ ۱
−۱ ۳

]
︸ ︷︷ ︸

A

x+

[
e۲t

۲e۲t

]
︸ ︷︷ ︸

b(t)

, x(۰) =
[
۲
۱

]
.

اساسͬ ماتریس که دیدیم و کردیم حل ۳۸ .۴ مثال در را دستگاه این نظیر همͽن دستگاه

با است برابر آن جواب

eAt = e۲t
[
۱− t t
−t ۱+ t

]
.

داریم: ((۶ .۴) ثابت تغییر (فرمول قبل نتیجه از است، ثابت ماتریس ͷی A چون

x(t) = eAt[x۰ +

∫ t

۰
e−Asb(s)ds] = eAt

[[
۲
۱

]
+

∫ t

۰
e−۲s

[
۱+ s −s
s ۱− s

] [
e۲s

۲e۲s

]
ds

]
= eAt

[[
۲
۱

]
+

∫ t

۰

[
۱− s
۲− s

]
ds

]
= e۲t

[
۱− t t
−t ۱+ t

] [
۲+ t− t۲

۲
۱+ ۲t− t۲

۲

]
= e۲t

[
۲+ t۲

۲
۱+ t+ t۲

۲

]
.

■
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کنید. حل را زیر اولیه مقدار مساله .۴۴ .۴ مثال

ẋ =

۱ ۲ ۰
۰ ۱ ۲
۰ ۰ ۱

x+
۲tet۰

۰

 , x(۰) =

۲۱
۰

 .
اینکه هم آن و دارد جالبی خاصیت ضرایب ماتریس که کنید دقت هرچیز از قبل حل.

نوشت: زیر شͺل به آنرا ͬ توان م

A =

۱ ۲ ۰
۰ ۱ ۲
۰ ۰ ۱

 =

۱ ۰ ۰
۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۱


︸ ︷︷ ︸

I

+

۰ ۲ ۰
۰ ۰ ۲
۰ ۰ ۰


︸ ︷︷ ︸

N

.

علاوه، به و IN = NI آن در که

N ۲ =

۰ ۰ ۴
۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰

 , N ۳ = ۰.

بنابراین،

eAt = e(I+N)t = eIteNt = etI

(
I + tN +

t۲

۲!
N ۲ + ۰

)
= et

۱ ۲t ۲t۲
۰ ۱ ۲t
۰ ۰ ۱

 .
ͬ کنیم: م استفاده ثابت تغییر فرمول از دستگاه، جواب محاسبه برای حال

x(t) = eAt

(
x۰ +

∫ t

۰
e−Asb(s)ds

)

= eAt

۲۱
۰

+

∫ t

۰
e−s

۱ −۲s ۲s۲
۰ ۱ −۲s
۰ ۰ ۱

۲ses۰
۰

 ds


= et

۱ ۲t ۲t۲
۰ ۱ ۲t
۰ ۰ ۱

۲+ t۲

۱
۰

 = et

۲+ ۲t+ t۲

۱
۰

 .
■

شد، بیان دستگاه ͷی جواب اساسͬ ماتریس آوردن بدست برای که روش هایی کنون تا

ماتریس محاسبه روش زیر قضیه ی بود. ثابت ضرایب ماتریس با برداری دستگاه های مختص

ͬ دهد. م ارائه را غیرثابت ضرایب با دستگاه های برای جواب اساسͬ
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و باشد t۰ شامل I بازه  روی پیوسته و n× n ماتریسͬ تابع ͷی A(t) کنید فرض .۴۵ .۴ قضیه

∀ s, t ∈ I, A(t)A(s) = A(s)A(t).

ماتریس صورت، این در

φ(t) = exp

[∫ t

t۰

A(s)ds

]
,

است. ẋ = A(t)x برداری دستگاه برای جواب اساسͬ ماتریس ͷی

کنید. حل را زیر اولیه مقدار دستگاه .۴۶ .۴ مثال

ẋ =

[ ۱
t

۰
۰ ۲

t

]
x+

[
t۲

t

]
, x(۱) =

[
۱
−۲

]
.

بررسͬ t۰ = ۱ شامل I = (۰,+∞) بازه روی ضرایب ماتریس برای را قبل قضیه ی شرط حل.

داریم ͬ کنیم. م

A(t) =

[ ۱
t

۰
۰ ۲

t

]
=⇒ A(t)A(s) =

[ ۱
ts

۰
۰ ۴

ts

]
= A(s)A(t), ∀ t, s > ۰.

با است برابر نظیر همͽن دستگاه جواب اساسͬ ماتریس بنابراین،

φ(t) = exp

(∫ t

۱

[ ۱
s

۰
۰ ۲

s

]
ds

)
= exp

([
ln t ۰
۰ ln t۲

])
=

[
eln t ۰
۰ eln t۲

]
=

[
t ۰
۰ t۲

]
.

داریم φ−۱(t) برای همچنین،

φ−۱(t) =

[ ۱
t

۰
۰ ۱

t۲

]
.

نتیجه، در

φ−۱(s)b(s) =

[ ۱
s

۰
۰ ۱

s۲

] [
s۲

s

]
=

[
s
۱
s

]
,

∫ t

۱
φ−۱(s)b(s)ds =

∫ t

۱

[
s
۱
s

]
ds =

[
t۲

۲ −
۱
۲

ln t

]
.

داشت: خواهیم (۵ .۴) ثابت تغییر فرمول از استفاده با حال

x(t) = φ(t)φ−۱(۱)x(۱) + φ(t)

∫ t

۱
φ−۱(s)b(s)ds

=

[
t ۰
۰ t۲

] [
۱ ۰
۰ ۱

] [
۱
−۲

]
+

[
t ۰
۰ t۲

] [ ۱
۲(t

۲ − ۱)
ln t

]
=

[ ۱
۲t(۱+ t۲)
t۲(ln t− ۲)

]
.



۹۹ خطͬ دستگاه های پایداری .۳ .۴

■

خطͬ دستگاه های پایداری ۳ .۴

،ẋ = f(x) خودگردان دستگاه در که گفتیم شدیم. آشنا خودگردان دستگاه های با قبل فصل در

حال کردیم. بحث آن ها پایداری مورد در سپس و ͬ نامند م تعادل نقطه ی را f(x) ریشه های

است دستگاه تعادل نقطه  ͷی x = ۰ بردار ẋ = Ax همͽن خطͬ دستگاه در تعریف، این با

تعادل نقطه این پایداری مورد در بخش، این در ͬ نامیم. م دستگاه بدیهͬ تعادل نقطه را آن که

کرد. خواهیم صحبت بدیهͬ

حقیقͬ n× n ثابت ماتریس ͷی A کنید فرض بدیهͬ) تعادل نقطه (پایداری .۴۷ .۴ تعریف

باشد: زیر اولیه مقدار مساله جواب φ(t, x۰) }و
ẋ = Ax, x ∈ Rn,

x(۰) = x۰

هرگاه: است لیاپانوف پایدار x = ۰ بدیهͬ تعادل نقطه گوییم آ)

∀ ε > ۰, ∃ δ > ۰; ∀ y۰ : |y۰| < δ =⇒ |φ(t, y۰)| < ε.

نباشد. لیاپانوف پایدار هرگاه است ناپایدار x = ۰ بدیهͬ تعادل نقطه ب)

پایدار اولا هرگاه است مجانبی پایدار دستگاه، برای x = ۰ بدیهͬ تعادل نقطه گوییم ج)

این، بر علاوه و باشد لیاپانوف

∃ δ > ۰; ∀ y۰ : |y۰| < δ =⇒ lim
t→∞

φ(t, y۰) = ۰.

اولا هرگاه است سراسری مجانبی پایدار دستگاه، برای x = ۰ بدیهͬ تعادل نقطه گوییم د)

ثانیا و باشد لیاپانوف پایدار

∀ y۰ ∈ Rn, lim
t→∞

φ(t, y۰) = ۰.
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باشد. n× n ثابت ماتریس ͷی A کنید فرض (پایداری) .۴۸ .۴ قضیه

بدیهͬ تعادل نقطه آنگاه باشد، مثبت حقیقͬ قسمت با ویژه مقدار ͷی دارای A اگر آ)

است. ناپایدار ،ẋ = Ax برداری دستگاه برای x = ۰

مقادیر مابقͬ و باشند (۱ تکرار با (یعنͬ ساده صفر حقیقͬ قسمت با A ویژه  مقادیر اگر ب)

دستگاه برای x = ۰ بدیهͬ تعادل نقطه آنگاه باشند، منفͬ حقیقͬ قسمت های دارای ویژه 

است. لیاپانوف پایدار ẋ = Ax برداری

بدیهͬ تعادل نقطه آنگاه باشند، منفͬ حقیقͬ قسمت دارای A ویژه  مقادیر تمام اگر ج)

است. سراسری مجانبی پایدار ẋ = Ax برداری دستگاه برای x = ۰

بررسͬ زیر دستگاه های از ͷی هر در را x = ۰ بدیهͬ تعادل نقطه پایداری نوع .۴٩ .۴ مثال

کنید.

ẋ =

[
۰ −۱
۱ ۰

]
x ج) ẋ =

−۳ ۰ ۴
۰ −۲ ۱
۰ ۰ −۱

x ب) ẋ =

[
۱ ۱
−۱ ۱

]
x الف)

ͬ آوریم. م بدست را ضرایب ماتریس ویژه  ی مقادیر (الف) حل.

A =

[
۱ ۱
−۱ ۱

]
=⇒ det(A− λI) =

∣∣∣∣۱− λ ۱
−۱ ۱− λ

∣∣∣∣ = (۱− λ)۲ + ۱ = ۰ =⇒ λ = ۱± i.

دستگاه برای x = ۰ بدیهͬ تعادل نقطه پس است مثبت ویژه مقادیر حقیقͬ قسمت چون

است. ناپایدار (الف)

روی مقادیر آن ویژه ی مقادیر پس است. مثلثͬ بالا ضرایب ماتریس (ب) دستگاه در (ب)

حقیقͬ قسمت دارای ͬͽهم چون .λ۳ = −۳ و ،λ۲ = −۲ ،λ۱ = −۱ یعنͬ هستند، اصلͬ قطر

است. سراسری مجانبی پایدار دستگاه این برای x = ۰ تعادل نقطه پس ͬ اند، منف

با: است برابر دستگاه این ویژه ی مقادیر (ج)

A =

[
۰ −۱
۱ ۰

]
=⇒ det(A− λI) =

∣∣∣∣−λ −۱
۱ −λ

∣∣∣∣ = λ۲ + ۱ = ۰ =⇒ λ = ۰± i.



۱۰۱ خطͬ دستگاه های پایداری .۳ .۴

نقطه پس است ͷی برابر نیز کدام هر تکرار چون و است صفر ویژه مقدار حقیقͬ قسمت

■ است. پایدار (ج) دستگاه برای x = ۰ بدیهͬ تعادل

n×n ثابت ماتریس ͷی A آن در که بͽیرید نظر در را ẋ = Ax برداری دستگاه .۵۰ .۴ تعریف

ویژه  مقادیر با متناظر تعمیم یافته ویژه  بردارهای Wj = Uj ± iVj کنید فرض است. حقیقͬ

پایدار زیرفضاهای صورت، این در .Vj = ۰ داریم bj = ۰ حالت در باشند. λj = aj ± ibj

ͬ شوند: م تعریف زیر صورت به Ec مرکزی و ،Eu ناپایدار ،Es

Es = span{Uj, Vj | aj < ۰},

Eu = span{Uj, Vj | aj > ۰},

Ec = span{Uj, Vj | aj = ۰}.

مشخص زیر دستگاه های از ͷی هر برای را مرکزی و ناپایدار، پایدار، زیرفضاهای .۵۱ .۴ مثال

کنید.

ẋ =

 ۰ ۲ ۰
−۲ ۰ ۰
۲ ۰ ۶

x ب) ẋ =

−۲ −۱ ۰
۱ −۲ ۰
۰ ۰ ۳

x الف)

از عبارتند ضرایب ماتریس ویژه مقادیر الف) حل.

λ۱,۲ = −۲± i, λ۳ = ۳.

ͬ آوریم: م بدست را λ۱ = −۲+ i نظیر ویژه ی بردار

(A− λ۱I)X = ۰ =⇒

−i −۱ ۰
۱ −i ۰
۰ ۰ ۵− i

xy
z

 = ۰ =⇒


−ix− y = ۰
x− iy = ۰
(۵− i)z = ۰

داریم: فوق دستگاه حل با

W۱ =

۰۱
۰

+ i

۱۰
۰

 = U۱ + iV۱.
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ͬ آوریم: م بدست را λ۳ = ۳ نظیر ویژه ی بردار حال

(A− λ۳I)X = ۰ =⇒

−۵ −۱ ۰
۱ −۵ ۰
۰ ۰ ۰

xy
z

 = ۰ =⇒ W۳ =

۰۰
۱

 = U۳.

از عبارتند نظر مورد دستگاه مرکزی و ناپایدار، پایدار، خطͬ زیرفضاهای پس

Es = span{U۱, V۱} =<

۱۰
۰

 ,
۰۱
۰

 >, Eu = span{U۳} =<

۰۰
۱

 >, Ec = {(۰, ۰, ۰)}.

است. مختصات مبدا Ec و ،z محور Eu ،xy صفحه  ی Es که کنید دقت

ͬ آوریم: م بدست را ضرایب ماتریس ویژه ی مقادیر اول ب) حل

det(A−λI) =

∣∣∣∣∣∣
−λ ۲ ۰
−۲ −λ ۰
۲ ۰ ۶− λ

∣∣∣∣∣∣ = ۰ =⇒ (λ۲+۴)(۶−λ) = ۰ =⇒

{
λ۱,۲ = ۰± ۲i
λ۳ = ۶

ͬ آوریم: م بدست را λ۱ = ۰+ ۲i نظیر ویژه ی بردار

(A− λ۱I)X = ۰ =⇒

−۲i ۲ ۰
−۲ −۲i ۰
۲ ۰ ۶− ۲i

xy
z

 = ۰ =⇒


−۲ix+ ۲y = ۰
−۲x− ۲iy = ۰
۲x+ (۶− ۲i)z = ۰

داریم: فوق دستگاه حل با

W۱ =

 ۱
۰

− ۳
۱۰

+ i

 ۰
۱

− ۱
۱۰

 = U۱ + iV۱.

ͬ آوریم: م بدست را λ۳ = ۶ نظیر ویژه ی بردار حال

(A− λ۳I)X = ۰ =⇒

−۶ ۲ ۰
−۲ −۶ ۰
۲ ۰ ۰

xy
z

 = ۰ =⇒


−۶x+ ۲y = ۰
−۲x− ۶y = ۰
۲x = ۰

که ͬ آوریم م بدست فوق دستگاه حل از

W۳ =

۰۰
۱

 = U۳.
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از عبارتند نظر مورد دستگاه خطͬ زیرفضاهای پس

Ec = span{U۱, V۱} =<

 ۱
۰

− ۳
۱۰

 ,
 ۰

۱
− ۱

۱۰

 >, Eu = span{U۳} =<

۰۰
۱

 >, Es = {(۰, ۰, ۰)}.

z = − ۳
۱۰x−

۱
۱۰y معادله با صفحه ͷی Ec و ،z محور Eu مختصات، مبدا Es که کنید توجه

ضرب از استفاده با را آن نرمال بردار است کافͬ صفحه، معادله کردن پیدا برای است.

کنید: محاسبه زیر طریق به بردار دو خارجͬ

U۱ × V۱ =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
۱ ۰ − ۳

۱۰
۰ ۱ − ۱

۱۰

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣۰ − ۳

۱۰
۱ − ۱

۱۰

∣∣∣∣ i⃗− ∣∣∣∣۱ − ۳
۱۰

۰ − ۱
۱۰

∣∣∣∣ j⃗ + ∣∣∣∣۱ ۰
۰ ۱

∣∣∣∣ k⃗ =
۳
۱۰
i⃗+

۱
۱۰
j⃗ + k⃗.

■

حقیقͬ قسمت An×nدارای ماتریس ویژه  مقادیر تمامͬ اگر هذلولوی) (دستگاه .۵۲ .۴ تعریف

ẋ = Ax دستگاه هذلولوی تعادل نقطه ͷی را x = ۰ بدیهͬ تعادل نقطه آنگاه باشند، ناصفر

نیز را ẋ = Ax دستگاه و هذلولوی جریان ͷی را ϕt(x) = eAtx جریان حالت این در و گوییم

ͬ نامیم. م هذلولوی دستگاه ͷی

eAt : Rn → Rn جریان تحت E ⊆ Rn زیرمجموعه ی پایا) (زیرمجموعه ی .۵۳ .۴ تعریف

.eAt(E) ⊆ E باشیم داشته t ∈ R هر برای هرگاه ͬ شود م نامیده پایا

صورت، این در باشد. n× n حقیقͬ ماتریس ͷی A کنید فرض .۵۴ .۴ قضیه

Rn = Es ⊕ Eu ⊕ Ec.

هستند. پایا eAt جریان تحت Ec و ،Eu ،Es زیرفضاهای همچنین،

اگر تنها و اگر هستند (منفͬ) مثبت حقیقͬ قسمت دارای A ویژه ی مقادیر همه .۵۵ .۴ قضیه

باشیم: داشته x۰ ∈ Rn هر برای

lim
t → +∞
(t → −∞)

eAtx۰ = ۰,
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باشیم: داشته x۰ ̸= ۰ هر برای و

lim
t → −∞
(t → +∞)

|eAtx۰| = +∞.

و eAtx۰ ∈ Es آنگاه ،x۰ ∈ Es اگر .۵۶ .۴ نتیجه

lim
t → +∞

eAtx۰ = ۰.

و eAtx۰ ∈ Eu آنگاه ،x۰ ∈ Eu اگر و

lim
t → −∞

eAtx۰ = ۰.

فلوکه نظریه ۴ .۴

A(t) = A ضرایب ماتریس ،ẋ = A(t)x خطͬ دستگاه در چنانچه دیدیم قبل بخش های در

که بود خواهد eAt ماتریس دستگاه این برای جواب اساسͬ ماتریس ͷی آنگاه باشد، ثابت

شد. بیان آن آوردن بدست برای مختلفͬ روش های

کرد، مطرح ẋ = A(t)x غیرخودگردان خطͬ دستگاه برای ͬ توان م که دیͽری حالت ساده ترین

باشد موجود T مانند مثبت و ثابت عددی یعنͬ باشد، متناوب ماتریس ͷی A(t) که است این

A(t) تناوب دوره را T حالت، این در .t ∈ R هر ازای به A(t + T ) = A(t) طوری که به

پردازیم. مͬ دستگاه هایی چنین مطالعه ی به بخش، این در ͬ نامیم. م

پیوسته ماتریسͬ تابع ͷی A : R −→ Mm×n(R) کنید فرض فلوکه) (نظریه .۵۷ .۴ تعریف

متناوب و غیرخودگردان خطͬ دستگاه صورت، این در باشد. T تناوب دوره با متناوب و

ͬ نامند. م فلوکه نظریه را دستگاه نوع این مطالعه ی و فلوکه دستگاه ͷی را ẋ = A(t)x

ابتدا را مفهوم این داریم. ماتریس ͷی لͽاریتم مفهوم به نیاز فلوکه، دستگاه بررسͬ در

طریقه ی و کرده بیان کلͬ صورت به قضیه ای، در سپس و ۲× ۲ ماتریس های برای زیر لم در

داد. خواهیم شرح قضایا این اثبات قالب در را ماتریس ͷی لͽاریتم محاسبه ی



۱۰۵ فلوکه نظریه .۴ .۴

باشد. معکوس پذیر ۲× ۲ ماتریس ͷی C کنید فرض (۲× ۲ ماتریس ͷی (لͽاریتم .۵۸ .۴ لم

ͬ نامیم م C لͽاریتم را B ماتریس .eB = C که است موجود چنان B ماتریس صورت، این در

ͬ دهیم. م نمایش lnC نماد با را آن و

پذیر معکوس C که آنجایی از باشند. C ماتریس ویژه ی مقادیر λ۲ و λ۱ کنیم فرض اثبات.

ͬ گیریم: م نظر در را زیر حالت سه .λ۱λ۲ ̸= ۰ است،

که است نظر مورد ماتریس B =

[
lnλ۱ ۰
۰ lnλ۲

]
آنگاه ، C =

[
λ۱ ۰
۰ λ۲

]
اگر اول: حالت

.eB = C

داشت خواهیم ،B =

[
a۱ a۲
۰ a۱

]
گرفتن نظر در با آنگاه ،C =

[
λ۱ ۱
۰ λ۱

]
اگر دوم: حالت

eB = C ⇐⇒
[
ea۱ a۲e

a۱

۰ ea۱

]
=

[
λ۱ ۱
۰ λ۱

]
⇐⇒

{
a۱ = lnλ۱

a۲ =
۱
λ۱

بود. خواهد B =

[
lnλ۱

۱
λ۱

۰ lnλ۱

]
صورت به B ماتریس حالت، این در پس

جردن، فرم قضیه طبق آنگاه، باشد، دلخواه معکوس پذیر ماتریس ͷی C اگر سوم: حالت

یعنͬ است. جردن فرم در J که P−۱CP = J که است موجود چنان P معکوس پذیر ماتریس

شد. معرفͬ B ماتریس آن برای که بود خواهد دوم یا اول حالت های از ͬͺی صورت به J

بنابراین،

∃ B۱ : e
B۱ = J = P−۱CP =⇒ C = PeB۱P−۱ = ePB۱P−۱

=⇒ lnC = PB۱P
−۱ := B.

■ شد. معرفͬ B نیز حالت این در پس

آورید. بدست را C =

[
۲ ۱
۳ ۴

]
ماتریس لͽاریتم .۵٩ .۴ مثال

از عبارتند C ویژه ی مقادیر حل.

det(C − λI) =

∣∣∣∣۲− λ ۱
۳ ۴− λ

∣∣∣∣ = (λ− ۲)(λ− ۴)− ۳ = ۰ =⇒

{
λ۱ = ۱
λ۲ = ۵
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ͬ آوریم: م بدست را λ۱ = ۱ نظیر ویژه ی بردار

(C−λ۱I)

[
x
y

]
=

[
۱ ۱
۳ ۳

] [
x
y

]
= ۰ =⇒

{
x+ y = ۰
۳x+ ۳y = ۰

=⇒ y = −x =⇒ V۱ =

[
۱
−۱

]
.

با: است برابر نیز λ۲ = ۵ نظیر ویژه ی بردار همچنین

(C−λ۲I)

[
x
y

]
=

[
−۳ ۱
۳ −۱

] [
x
y

]
= ۰ =⇒

{
−۳x+ y = ۰
۳x− y = ۰

=⇒ y = ۳x =⇒ V۲ =

[
۱
۳

]
.

ͬ آید: م بدست زیر صورت به P ماتریس بنابراین،

P =

[
۱ ۱
−۱ ۳

]
, P−۱ =

۱
۴

[
۳ −۱
۱ ۱

]
=

[۳
۴

−۱
۴

۱
۴

۱
۴

]
.

داریم: صورت این در

P−۱CP = J =

[
۱ ۰
۰ ۵

]
=⇒ B۱ = ln J =

[
ln ۱ ۰
۰ ln ۵

]
=

[
۰ ۰
۰ ln ۵

]
.

با: است برابر C ماتریس لͽاریتم نهایت در و

B = lnC = PB۱P
−۱ =

[
۱ ۱
−۱ ۳

] [
۰ ۰
۰ ln ۵

] [۳
۴

−۱
۴

۱
۴

۱
۴

]
=

[
۱
۴ ln ۵ ۱

۴ ln ۵
۳
۴ ln ۵ ۱

۴ ln ۵

]
.

■

آورید. بدست را C =

[
−۲ ۱
۰ −۲

]
ماتریس لͽاریتم .۶۰ .۴ مثال

بنابراین، ͬ باشد. م J =

[
λ۱ ۱
۰ λ۱

]
شͺل به و دارد قرار جردن فرم در ماتریس این حل.

با: است برابر آن لͽاریتم

lnC =

[
ln(−۲) − ۱

۲

۰ ln(−۲)

]
−۱=eiπ
====

[
ln(۲eiπ) − ۱

۲

۰ ln(۲eiπ)

]
=

[
ln ۲+ iπ − ۱

۲

۰ ln ۲+ iπ

]
.

■
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آورید. بدست را C =

[
۰ ۴
−۱ ۰

]
ماتریس لͽاریتم .۶۱ .۴ مثال

از عبارتند C ویژه ی مقادیر حل.

det(C − λI) =

∣∣∣∣−λ ۴
−۱ −λ

∣∣∣∣ = λ۲ + ۴ = ۰ =⇒ λ۱,۲ = ±۲i.

:λ۱ = ۲i نظیر ویژه  بردار محاسبه

(C − λ۱I)

[
x
y

]
=

[
−۲i ۴
−۱ −۲i

] [
x
y

]
= ۰ =⇒

{
−۲ix+ ۴y = ۰
−x+ ۲iy = ۰

=⇒ x = ۲iy.

با است برابر λ۲ و λ۱ نظیر ویژه بردار پس

W۱ =

[
۲i
۱

]
, W̄۱ =

[
−۲i
۱

]
.

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به P ماتریس حالت، این در

P =

[
۲i −۲i
۱ ۱

]
, P−۱ =

۱
۴i

[
۱ ۲i
−۱ ۲i

]
=

[
−۱
۴ i

۱
۲

۱
۴i

۱
۲

]
.

داریم صورت، این در

P−۱CP = J =

[
۲i ۰
۰ −۲i

]
=⇒ B۱ = ln J =

[
ln(۲i) ۰

۰ ln(−۲i)

]
.

فوق، ماتریس در مقادیر این جایͽذاری با لذا .−۲i = ۲ei ۳π۲ و ۲i = ۲eiπ۲ ͬ دانیم م طرفͬ از

داشت: خواهیم

B۱ =

[
ln ۲+ iπ۲ ۰

۰ ln ۲+ i۳π۲

]
.

کنیم: مͬ محاسبه زیر صورت به را B = lnC ماتریس حال

B = PB۱P
−۱ =

[
۲i −۲i

۱ ۱

][
ln ۲+ iπ۲ ۰

۰ ln ۲+ i۳π۲

][
−۱
۴ i

۱
۲

۱
۴i

۱
۲

]
.

با است برابر C ماتریس لͽاریتم نهایت در

B =

[
۲i ln ۲− π ۳π − ۲i ln ۲

ln ۲+ iπ۲ ln ۲+ i۳π۲

]
.

■
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آنگاه باشد، معکوس پذیر n × n ماتریس ͷی C اگر ماتریس) ͷی (لͽاریتم .۶۲ .۴ قضیه

C لͽاریتم را ماتریسͬ چنین است. برقرار C = eB تساوی که است موجود B ماتریس

ͬ نامیم. م

با بنابراین، ناصفرند. آن ویژه ی مقادیر همه ی است، معکوس پذیر C آنجاییͺه از اثبات.

آن ستون های که P معکوس پذیر ماتریس یعنͬ است، متشابه جردن فرم در J ماتریس ͷی

P−۱CP = J تساوی که طوری به دارد وجود شده تشͺیل C تعمیم یافته ویژه  بردارهای از

است. برقرار

آن در که نوشت J = Λ+N ′ شͺل به ͬ توان م را جردن فرم در ماتریس هر ͬ دانیم م طرفͬ از

صورت، این در است. پوچ توان ماتریس ͷی N ′ و قطری ماتریس ͷی Λ

P−۱CP = J = Λ+N ′ =⇒ C = PJP−۱ = PΛP−۱︸ ︷︷ ︸
S

+PN ′P−۱︸ ︷︷ ︸
N

,

.SN = NS علاوه به است، پوچ توان ماتریس ͷی N و ساده نیم ماتریس ͷی S آن در که

داریم پس

C = S +N = S(I + S−۱N) =⇒ lnC = lnS + ln(I + S−۱N).

داریم lnS برای حال

lnS = ln(PΛP−۱) = P
(
ln Λ

)
P−۱.

ͬ کنیم: م استفاده زیر بسط از ln(I + S−۱N) محاسبه ی برای

ln(۱+ x) =
∞∑
n=۰

(−۱)n
xn+۱

n+ ۱
=

∞∑
n=۱

(−۱)n−۱x
n

n
.

صورت، این در

ln(I + S−۱N) =
∞∑
n=۱

(−۱)n−۱

(
S−۱N

)n
n

=
n−۱∑
j=۱

(−۱)j−۱

(
S−۱N

)j
j

.
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با است برابر C ماتریس لͽاریتم نهایت، در پس

B = P
(
ln Λ

)
P−۱ +

n−۱∑
j=۱

(−۱)j−۱

(
S−۱N

)j
j

.

■

فلوکه  دستگاه برای جواب اساسͬ ماتریس ͷی φ(t) ماتریسͬ تابع اگر (فلوکه) .۶۳ .۴ قضیه

ماتریس ͷی نیز ψ(t) = φ(t + T ) ماتریسͬ تابع آنگاه باشد، T تناوب دوره با ẋ = A(t)x

معکوس پذیر و تناوبی ماتریس این، بر علاوه است. فلوکه دستگاه این برای جواب اساسͬ

که موجودند چنان B ثابت ماتریس و T تناوب دوره با P (t)

∀t ∈ R, φ(t) = P (t)eBt,

است. پیوسته مشتق با مشتق پذیر P (t) و

فلوکه قضیه در که باشند همان هایی φ(t) = P (t)eBt و ،P (t) ،B کنید فرض .۶۴ .۴ قضیه

است ẋ = A(t)x فلوکه  دستگاه از جواب ͷی x(t) برداری تابع صورت، این در شدند. معرفͬ

ẏ = By دستگاه جواب ،y(t) = P−۱(t)x(t) با شده تعریف y(t) برداری تابع اگر تنها و اگر

باشد.

اساسͬ ماتریس φ(t) کنید فرض فلوکه) ضرایب و مونودرومͬ (ماتریس .۶۵ .۴ تعریف

را C صورت، این در .C = φ−۱(۰)φ(T ) ͬ دهیم م قرار باشد. ẋ = A(t)x فلوکه دستگاه

ͬ نامیم. م فلوکه  ضرایب را آن ویژه ی مقادیر و فلوکه دستگاه مونودرومͬ ماتریس

فلوکه دستگاه برای جواب اساسͬ ماتریس شد، بیان فلوکه قضیه در که همانطور .۶۶ .۴ تذکر

ثابت زیر، لم در اما نیست. یͺتا نیز مونودرومͬ ماتریس که ͬ شود م نتیجه این از نیست. یͺتا

متشابه اند. هم با فلوکه دستگاه ͷی مونودرومͬ ماتریس های تمامͬ که ͬ کنیم م
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هستند. یͺتا ẋ = A(t)x فلوکه دستگاه فلوکه ی ضرایب .۶۷ .۴ لم

در باشند. فلوکه دستگاه برای جواب اساسͬ ماتریس دو ψ(t) و φ(t) کنیم فرض اثبات.

موجود چنان M پذیر معکوس و ثابت ماتریس که داد نشان ͬ توان م راحتͬ به صورت، این

نتیجه در و ، d
dt
[φ−۱(t)ψ(t)] = ۰ دهیم نشان است کافͬ واقع، در .ψ(t) = φ(t)M که است

ͬ دهیم م قرار اکنون .φ−۱(t)ψ(t) = φ−۱(۰)ψ(۰) :=M

C := φ−۱(۰)φ(T ), D := ψ−۱(۰)ψ(T ).

صورت، این در

C = φ−۱(۰)φ(T ) =Mψ−۱(۰)ψ(T )M−۱ =MDM−۱.

فلوکه ی ضرایب پس دارند. یͺسانͬ ویژه ی مقادیر نتیجه در و متشابه اند D و C یعنͬ، این و

■ هستند. یͺتا فلوکه دستگاه ͷی

در باشند. ẋ = A(t)x فلوکه دستگاه فلوکه ی ضرایب µ۱, µ۲, . . . , µn کنید فرض .۶۸ .۴ قضیه

دستگاه، این از x = ۰ بدیهͬ تعادل نقطه صورت، این

.|µi| < ۱ باشیم داشته ۱ ⩽ i ⩽ n هر برای هرگاه است مجانبی پایدار آ)

،|µi| = ۱ اگر و |µi| ⩽ ۱ باشیم داشته ۱ ⩽ i ⩽ n هر برای هرگاه است لیاپانوف پایدار ب)

باشد. مونودرومͬ ماتریس از ساده ویژه مقدار ͷی µi آنگاه

.|µi۰ | > ۱ که طوری به باشد موجود ۱ ⩽ i۰ ⩽ n هرگاه است ناپایدار ج)

ماتریس از ویژه مقدار ͷی eλ آنگاه باشد، A ماتریس از ویژه مقدار ͷی λ اگر .۶٩ .۴ یادآوری

بود. خواهد eA
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اگر تنها و اگر است ẋ = A(t)x فلوکه دستگاه برای فلوکه ضریب ͷی µ۰ عدد .۷۰ .۴ قضیه

که طوری به باشد موجود دستگاه این از x(t) ناصفر جواب

∀t ∈ R, x(t+ T ) = µ۰ x(t).

این در باشد. ẋ = A(t)x فلوکه دستگاه از فلوکه ضریب ͷی µ۰ کنیم فرض (⇐=) اثبات.

ویژه ی مقدار µ۰ آنگاه باشد، فلوکه دستگاه از جواب اساسͬ ماتریس ͷی φ(t) اگر صورت

قرار باشد. µ۰ نظیر ویژه ی بردار x۰ گیریم است. C = φ−۱(۰)φ(T ) مونودرومͬ ماتریس

صورت، این در .x(t) = φ(t)x۰ ͬ دهیم م

x(t+ T ) = φ(t+ T )x۰ = φ(t)Cx۰ = φ(t)µ۰x۰ = µ۰φ(t)x۰ = µ۰x(t).

که طوری به باشد ẋ = A(t)x فلوکه دستگاه از ناصفری جواب x(t) کنیم فرض (=⇒)

است. فلوکه ضریب ͷی µ۰ ͬ دهیم م نشان .x(t+ T ) = µ۰x(t)

موجود y۰ ∈ Rn ناصفر بردار آنگاه باشد، فلوکه دستگاه از جواب اساسͬ ماتریس ͷی ψ(t) اگر

خطͬ ترکیب ͷی صورت به x(t) جواب بردار که است این آن دلیل .x(t) = ψ(t)y۰ که است

داریم است. ψ(t) ماتریس ستون های از

x(t+ T ) = µ۰x(t) =⇒ ψ(t+ T )y۰ = µ۰ψ(t)y۰ =⇒ ψ(T )y۰ = µ۰ψ(۰)y۰

=⇒ ψ−۱(۰)ψ(T )︸ ︷︷ ︸
مونودرومͬ ماتریس

y۰ = µ۰y۰.

و است y۰ ویژه ی بردار با D = ψ−۱(۰)ψ(T ) مونودرومͬ ماتریس ویژه ی مقدار µ۰ نتیجه، در

■ است. فلوکه ضریب ͷی لذا

با ناصفر تناوبی جواب ͷی دارای T تناوب دوره با ẋ = A(t)x فلوکه دستگاه .۷۱ .۴ نتیجه

ͷی دارای همچنین و باشد آن فلوکه ی ضریب ͷی µ۰ = ۱ اگر تنها و اگر است T تناوب دوره
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آن فلوکه ی ضریب ͷی µ۰ = −۱ اگر تنها و اگر است ۲T تناوب دوره با ناصفر تناوبی جواب

باشد.

در باشند. ẋ = A(t)x فلوکه دستگاه فلوکه ضرایب µ۱, µ۲, . . . , µn کنید فرض .۷۲ .۴ قضیه

صورت، این

µ۱ × µ۲ × . . .× µn = exp

[∫ T

۰
tr
(
A(t)

)
dt

]
. (۷ .۴)

ماتریسͬ دستگاه جواب φ(t) کنیم فرض }اثبات.
Ẋ = A(t)X

X(۰) = In×n

ͬ دهیم م قرار است. فلوکه دستگاه برای جواب اساسͬ ماتریس ͷی φ(t) پس باشد.

C = φ−۱(۰)φ(T ) = Iφ(T ) = φ(T ).

صورت، این در

µ۱ × µ۲ × . . .× µn = detC = detφ(T ) = detφ(۰)︸ ︷︷ ︸
=۱

exp

[∫ T

۰
tr
(
A(τ)

)
dτ

]
.

بنابراین،

µ۱ × µ۲ × . . .× µn = exp

[∫ T

۰
tr
(
A(t)

)
dt

]
.

■

وضعیت آن، به توجه با و یافته را ẋ = (sin۲ t)x فلوکه دستگاه فلوکه ی ضریب .۷۳ .۴ مثال

کنید. مشخص را x = ۰ بدیهͬ تعادل نقطه پایداری

A(t) =
[
sin۲ t

]
صورت به درایه ای تک ۱× ۱ ماتریس ͷی دستگاه این ضرایب ماتریس حل.

است. T = π تناوب دوره با
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ͬ کنیم: م حل زیر طریق به را معادله جواب، اساسͬ ماتریس یافتن برای

dx

dt
= (sin۲ t)x =⇒ dx

x
= (sin۲ t)dt =⇒

∫
dx

x
=

∫
(sin۲ t)dt

=⇒ ln |x| =
∫

۱− cos ۲t
۲

dt =⇒ ln |x| = ۱
۲
t− ۱

۴
sin ۲t+ c۱

=⇒ x = ± exp

[
۱
۲
t− ۱

۴
sin ۲t+ c۱

]
= (±ec۱)e

۱
۲ te−

۱
۴ sin ۲t = c۲e

۱
۲ te−

۱
۴ sin ۲t.

با است برابر دستگاه جواب اساسͬ ماتریس پس

φ(t) = e−
۱
۴ sin ۲te

۱
۲ t.

نیز مونودرومͬ ماتریس بود. خواهد P (t) = e−
۱
۴ sin ۲t و B =

۱
۲

فلوکه، قضیه نمادگذاری با

با است برابر

C = φ−۱(۰)φ(π) = e
π
۲ .

ناپایدار تعادل نقطه ͷی x = ۰ پس ،|eπ
۲ | > ۱ چون و است دستگاه فلوکه ضریب e

π
۲ پس

■ ͬ باشد. م

را مبدا پایداری وضعیت آن، به توجه با و یافته را زیر دستگاه فلوکه ی ضرایب .۷۴ .۴ مثال

کنید. مشخص

ẋ =

[
۱ ۱

۰
cos t+ sin t

۲+ sin t− cos t

]
x, x ∈ R۲.

برای است. T = ۲π تناوب دوره با متناوب ماتریس ͷی دستگاه این ضرایب ماتریس حل.

ͬ پردازیم: م دستگاه حل به جواب، اساسͬ ماتریس محاسبه
ẋ۱ = x۱ + x۲

ẋ۲ =
cos t+ sin t

۲+ sin t− cos t
x۲

=⇒

ẋ۱ − x۱ = x۲(۰)(۲+ sin t− cos t)

x۲(t) = x۲(۰)(۲+ sin t− cos t)

=⇒

{
x۱(t) = x۱(۰)et − x۲(۰)(۲+ sin t)

x۲(t) = x۲(۰)(۲+ sin t− cos t)
=⇒ φ(t) =

[
et −۲− sin t
۰ ۲+ sin t− cos t

]
.
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با است برابر مونودرومͬ ماتریس پس

C = φ−۱(۰)φ(۲π) =
[
۱ ۲
۰ ۱

] [
e۲π −۲
۰ ۱

]
=

[
e۲π ۰
۰ ۱

]
.

ناپایدار مبدا پس ،|e۲π| > ۱ چون و هستند دستگاه فلوکه ضرایب µ۲ = ۱ و µ۱ = e۲π بنابراین،

تناوبی جواب ͷی دستگاه پس است، ͷی برابر فلوکه ضرایب از ͬͺی که آنجایی از است.

■ دارد. ناصفر

کنید. بررسͬ را مبدا پایداری و یافته را زیر فلوکه دستگاه فلوکه ی ضرایب .۷۵ .۴ مثال

ẋ =

[
−۳+ ۲ sin t ۰

۰ −۱

]
x, x ∈ R۲.

علاوه به است. T = ۲π تناوب دوره با متناوب ماتریس ͷی A(t) ضرایب ماتریس حل.

اساسͬ ماتریس ،۴۵ .۴ قضیه طبق نتیجه، در .A(t)A(s) = A(s)A(t) داریم s و t هر ازای به

با است برابر جواب

φ(t) = exp

(∫ t

۰
A(s)ds

)
= exp

(∫ t

۰

[
−۳+ ۲ sin s ۰

۰ −۱

]
ds

)
=

[
e−۳t+۲(۱−cos t) ۰

۰ e−t

]
.

است: زیر صورت به مونودرومͬ ماتریس صورت، این در

C = φ−۱(۰)φ(۲π) =
[
e−۶π ۰
۰ e−۲π

]
.

از کمتر آنها دوی هر که µ۲ = e−۶π و µ۱ = e−۲π از عبارت اند دستگاه فلوکه ی ضرایب پس

■ ͬ باشد. م دستگاه برای پایدار مجانبی تعادل نقطه ͷی مبدا لذا هستند، ͷی

ناپایدار زیر دستگاه برای مبدا دهید نشان جواب، اساسͬ ماتریس یافتن بدون .۷۶ .۴ مثال

است.

ẋ =

[
۲ sin۲ t

cos۲ t sin t

]
x, x ∈ R۲.
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از است عبارت فلوکه ضرایب حاصلضرب ،(۷ .۴) فرمول از استفاده با حل.

µ۱ × µ۲ = exp

(∫ ۲π

۰
tr
(
A(t)

)
dt

)
= exp

(∫ ۲π

۰
(۲+ sin t)dt

)
= e۴π.

این و |µ۲| > ۱ یا |µ۱| > ۱ نتیجه، در است. ͷی از بزرگتر فلوکه ضرایب حاصل ضرب پس

■ است. ناپایدار دستگاه برای مبدا یعنͬ

است. زیر فلوکه ی دستگاه از جواب ͷی y(t) = [− sin t, cos t]T دهید نشان .۷۷ .۴ مثال

بیابید. را دستگاه فلوکه ضرایب جواب، این از استفاده با سپس،

ẋ =

[
= −۲ cos۲ t −۱− sin۲ t
۱− sin۲ t −۲ sin۲ t

]
x.

خواهیم ،ẏ = [− cos t,− sin t]T اینکه به توجه با و دستگاه در y(t) جایͽذاری با حل.

داشت:

A(t)y(t) =

[
−۲ cos۲ t −۱− sin۲ t
۱− sin۲ t −۲ sin۲ t

] [
− sin t
cos t

]
=

[
− cos t
sin t

]
=⇒ ẏ = A(t)y.

است ۲π تناوب دوره با متناوب y(t) که ͬ بینیم م طرفͬ از است. دستگاه جواب y(t) پس

از ͬͺی ۷۱ .۴ نتیجه طبق پس است، π تناوب دوره با متناوب A(t) ضرایب ماتریس چون و

ͬ آوریم: م بدست زیر فرمول از را µ۲ و µ۱ = −۱ ͬ دهیم م قرار است. −۱ برابر فلوکه ضرایب

µ۱ × µ۲ = exp

(∫ π

۰
tr
(
A(t)

)
dt

)
= exp

(∫ π

۰

(
− ۲ cos۲ t− ۲ sin۲ t

)
dt

)
= e−۲π.

بنابراین ،|µ۲| < ۱ و است ͷی تکرار با |µ۱| = ۱ چون حال .µ۲ = −e−۲π پس ،µ۱ = −۱ چون

■ است. لیاپانوف پایدار مبدا
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تمرینات ۵ .۴

ẋ = Ax خطͬ دستگاه شͺل به را زیر ثابت ضرایب با خطͬ دیفرانسیل معادلات .۱

کنید: حل آنرا سپس و بنویسید

(a) ẍ+ ẋ− ۲x = ۰ (b)
...
x − ۲ẍ− ẋ+ ۲x = ۰

و پایدار خطͬ زیرفضاهای تعیین و A ماتریس ویژه ی بردارهای و ویژه مقادیر یافتن با .۲

کنید: رسم آن فاز فضای در را زیر معادلات دستگاه فاز نمای ناپایدار،

ẋ۱ = x۱, ẋ۲ = x۱ + ۲x۲, ẋ۳ = x۱ − x۳.

پذیر وارون ماتریس که دهید نشان و بیابید را A ماتریس ویژه بردارهای و ویژه مقادیر .۳

خطͬ دستگاه است. قطری ماتریس ͷی B = P−۱AP که طوری به دارد وجود P

فاز نماهای سپس و کنید. حل فوق نتیجه از استفاده با را ẋ = Ax سپس و ẏ = By

کنید. رسم y صفحه ی در هم و x صفحه ی در هم را

(a) A =

[
۱ ۳
۳ ۱

]
(b) A =

[
−۱ ۱
۱ −۱

]
.

هرگاه بیابید را eAt ماتریس .۴

(a) A =

[
۱ −۱
۱ ۳

]
(b) A =

 ۱ ۰ ۰
۲ ۱ ۰
۳ ۲ ۱



(c) A =

 ۲ ۱ ۱
۰ ۲ ۲
۰ ۰ ۲

 (d) A =


۰ ۰ ۰ ۰
۱ ۰ ۰ ۱
۱ ۰ ۰ ۱
۰ −۱ ۱ ۰



(e) A =


۱ ۱ ۱ ۱
۲ ۲ ۲ ۲
۳ ۳ ۳ ۳
۴ ۴ ۴ ۴





۱۱۷ تمرینات .۵ .۴

بیابید: را شده داده ماتریس های جردن فرم .۵

(a) A =

 ۱ ۰ ۰
۰ ۱ ۱
۰ ۰ −۱

 (b) A =

 ۱ ۰ ۰
۰ ۰ ۱
۰ ۱ ۰



(c) A =

 ۱ ۰ ۰
۱ ۲ ۰
۱ ۲ ۳

 (d) A =


۱ ۰ ۰ ۰
۱ ۲ ۰ ۰
۱ ۰ ۲ ۰
۱ ۱ ۰ ۲



(e) A =


۲ ۱ ۴ ۰
۰ ۲ ۱ −۱
۰ ۰ ۲ ۱
۰ ۰ ۰ ۲
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۵ فصل

R۲ در خطͬ دستگاه های فاز نمای  

قصد فصل این در شدیم. آشنا Rn در خطͬ دیفرانسیل معادلات دستگاه با قبل فصل در

و کنیم صحبت R۲ فضای در خودگردان همͽن خطͬ دستگاه های مورد در مشخصاً تا داریم

دهیم. قرار بررسͬ و بحث مورد صفحه در را آنها جواب کیفͬ رفتار

شͺل به R۲ در ثابت ضرایب با همͽن خطͬ دستگاه ͷی که ͬ کنیم م }یادآوری
ẋ = a۱۱x+ a۱۲y

ẏ = a۲۱x+ a۲۲y

گرفتن نظر در با که است

φ =

[
x
y

]
, φ̇ =

[
ẋ
ẏ

]
, A =

[
a۱۱ a۱۲
a۲۱ a۲۲

]
,

صورت به را آن ͬ توان م

φ̇ = Aφ (۱ .۵)

ͬ کند. م صدق دستگاه در که است φ(t) = [x(t), y(t)]T صورت به (۱ .۵) از جواب هر نوشت.

نمایش صفحه در خم ͷی صورت به را آن ͬ توان م y(t) و x(t) بین t حذف با جواب، هر برای

ͬ نامیم. م دستگاه مدارهای شد، بیان قبلا́ که همانطور را خم ها این که داد

داده نشان  را (۱ .۵) دستگاه کیفͬ رفتار که است بعدی دو تصویری فاز) (نمای .۱ .۵ تعریف

ͬ شود. م مشخص t تغییر با y(t) و x(t) توسط و

۱۱۹
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متعارف دستگاه های فاز نمای ۱ .۵

است جردن فرم در ماتریس ͷی J آن در که ẋ = Jx دستگاه متعارف) (دستگاه .۲ .۵ تعریف

ͬ گویند. م متعارف دستگاه ͷی را

باشند، A تعمیم یافته ویژه  بردار های آن ستون های که باشد ماتریسͬ P اگر که ͬ دانیم م

به بسته و است A جردن فرم J آن در که است متشابه J با A یعنͬ .P−۱AP = J آنگاه

بود: خواهد زیر حالت سه از ͬͺی صورت به ،A ویژه ی ]مقادیر
λ۱ ۰
۰ λ۲

]
,

[
λ ۱
۰ λ

]
,

[
a −b
b a

]
.

شͺل به (۱ .۵) دستگاه ،ψ = P−۱φ دادن قرار با حال

ψ̇ = Jψ (۲ .۵)

حال ͬ نامیم. م ۱ .۵ دستگاه با متشابه دستگاه را آن و است متعارف دستگاه ͷی که ͬ آید م در

پایداری نوع نتیجه در و دارند یͺسانͬ ویژه ی مقادیر پس متشابه اند، J و A که آنجایی از

ابتدا در بنابراین، است. یͺسان مبدا، یعنͬ ، (۲ .۵) و (۱ .۵) دستگاه های x = ۰ تعادل نقطه

نوع و کرده بررسͬ J حالت سه از کدام هر برای را (۲ .۵) دستگاه فاز نمای کار، راحتͬ برای

ͬ کنیم. م بررسͬ مورد هر در را مبدا پایداری

حقیقͬ ویژه مقادیر اول): (حالت

دارای که بود خواهد
{
ẋ = λ۱x

ẏ = λ۲y
صورت به خطͬ دستگاه آنگاه باشد، J =

[
λ۱ ۰
۰ λ۲

]
اگر

جواب های

x(t) = c۱e
λ۱t, y(t) = c۲e

λ۲t

به زیر قسمت های در که دارد بستگͬ λ۲ و λ۱ مقادیر به مبدا پایداری و فاز نمای شͺل است.

ͬ کنیم. م بررسͬ را آن مجزا صورت
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که چرا است ناپایدار گره ͷی مبدا آنگاه باشند، مثبت دو هر λ۲ و λ۱ اگر .۱

lim
t→∞

x(t) = ∞, lim
t→∞

y(t) = ∞.

طرفͬ از
dy

dx
=
dy/dt

dx/dt
=
λ۲y

λ۱x
= cγe(λ۲−λ۱)t,

آنگاه ،t→ −∞ وقتͬ بنابراین .γ = λ۲
λ۱

آن در که

dy

dx
→


۰ γ > ۱
c γ = ۱
∞ γ < ۱

و ثابت، شیب با مسیرها γ = ۱ وقتͬ صفر، شیب با مسیرها ،γ > ۱ وقتͬ یعنͬ این

این فاز نمای پس ͬ شوند. م خارج مبدا از بی نهایت شیب با مسیرها ،γ < ۱ وقتͬ

است. شده داده نمایش ۱ .۵ شͺل در است، بزرگتر کدام آنکه به بسته حالت

λ۲ < λ۱ (ج) λ۲ = λ۱ (ب) λ۲ > λ۱ (آ)

مثبت. و حقیقͬ ویژه مقادیر با دستگاه فاز نمای :۱ .۵ شͺل

که چرا است پایدار گره ͷی مبدا آنگاه باشند، منفͬ دو هر λ۲ و λ۱ اگر .۲

lim
t→∞

x(t) = ۰, lim
t→∞

y(t) = ۰.

نمادهای با t → ∞ وقتͬ طرفͬ از ͬ کنند. م میل مبدا به مسیرها ،t → ∞ وقتͬ پس
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داشت: خواهیم قبل قسمت

dy

dx
→


۰ γ > ۱
c γ = ۱
∞ γ < ۱

ثابت، شیب با مسیرها γ = ۱ وقتͬ صفر، شیب با مسیرها ،γ > ۱ وقتͬ یعنͬ این و

حالت این فاز نمای ͬ شوند. م وارد مبدا به بی نهایت شیب با مسیرها ،γ < ۱ وقتͬ و

است. شده داده نمایش ۲ .۵ شͺل در است، کوچͺتر کدام آنکه به بسته

λ۲ > λ۱ (ج) λ۲ = λ۱ (ب) λ۲ < λ۱ (آ)

منفͬ. و حقیقͬ ویژه مقادیر با دستگاه فاز نمای :۲ .۵ شͺل

چرا است هذلولوی زین ͷی مبدا آنگاه ،λ۱λ۲ < ۰ یعنͬ نباشند، علامت هم λ۲ و λ۱ اگر .۳

آنگاه ،λ۲ < ۰ < λ۱ اگر که

lim
t→−∞

x(t) = ۰, lim
t→−∞

y(t) =

{
+∞ c۲ > ۰
−∞ c۲ < ۰

lim
t→∞

x(t) =

{
+∞ c۱ > ۰
−∞ c۱ < ۰

lim
t→∞

y(t) = ۰

محور بر یا y محور بر که هستند راستͬ خطوط مسیرها ،c۲ = ۰ یا c۱ = ۰ که حالتͬ در

به کدام، هر علامت به بسته حالت این در دستگاه فاز نمای بنابراین هستند. منطبق x

بود. خواهد ۳ .۵ شͺل
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λ۱ < ۰ < λ۲ (ب) λ۲ < ۰ < λ۱ (آ)

العلامه. مختلف و حقیقͬ ویژه مقادیر با دستگاه فاز نمای :۳ .۵ شͺل

به آنها پایداری که است تعادل نقاط از خطͬ x محور آنگاه ،λ۲ ̸= ۰ و λ۱ = ۰ اگر .۴

است. شده داده نمایش ۴ .۵ شͺل در حالت این فاز نمای دارد. بستگͬ λ۲ علامت

λ۱ = ۰, λ۲ > ۰ (ب) λ۱ = ۰, λ۲ < ۰ (آ)

صفر. ویژه ی مقدار ͷی با دستگاه فاز نمای :۴ .۵ شͺل

به آنها پایداری که است تعادل نقاط از خطͬ y محور آنگاه ،λ۱ ̸= ۰ و λ۲ = ۰ اگر .۵

است. شده داده نمایش ۵ .۵ شͺل در حالت این فاز نمای دارد. بستگͬ λ۱ علامت

بود. خواهند دستگاه تعادل نقاط R۲ صفحه ی نقاط تمام آنگاه ،λ۱ = λ۲ = ۰ اگر .۶

برابر و حقیقͬ ویژه مقادیر دوم): (حالت

دارای که بود خواهد
{
ẋ = λx+ y

ẏ = λy
صورت به خطͬ دستگاه آنگاه باشد، J =

[
λ ۱
۰ λ

]
اگر



R۲ در خطͬ دستگاه های فاز نمای  .۵ فصل ۱۲۴

λ۲ = ۰, λ۱ > ۰ (ب) λ۲ = ۰, λ۱ < ۰ (آ)

صفر. ویژه ی مقدار ͷی با دستگاه فاز نمای :۵ .۵ شͺل

شͺل به جواب هایی

x(t) = (c۱ + c۲t)e
λt, y(t) = c۲e

λt

ͬ دهد: م رخ حالت سه λ علامت به بسته است.

که چرا است ناپایدار گره ی ͷی مبدا آنگاه ،λ > ۰ اگر .۱

lim
t→∞

x(t) = ∞, lim
t→∞

y(t) = ∞.

زیرا ͬ شوند م خارج مبدا از صفر شیب با مسیر ها این طرفͬ، از

lim
t→−∞

y(t)

x(t)
= lim

t→−∞

c۲
c۱ + c۲t

= ۰.

دارد، بستگͬ c۲ علامت به y(t) و x(t) علامت ͬ کند، م میل t→ −∞ وقتͬ آنجاییͺه از

یعنͬ

c۲ > ۰ =⇒

{
x(t) < ۰
y(t) > ۰

, c۲ < ۰ =⇒

{
x(t) > ۰
y(t) < ۰

نتیجه، در دارند. قرار چهارم ربع در یا و دوم ربع در یا مسیرها مبدا، ͬͺنزدی در لذا

است. ۵. ۶آ شͺل به حالت این در دستگاه فاز نمای

نمای قبل، قسمت مشابه استدلالͬ با که است پایدار گره ی ͷی مبدا آنگاه ،λ < ۰ اگر .۲

است. ۵. ۶ب شͺل به حالت این در دستگاه فاز
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از خطͬ y = ۰ بنابراین، بود. خواهد
{
ẋ = y

ẏ = ۰
صورت به دستگاه آنگاه ،λ = ۰ اگر .۳

با برابرند دستگاه این جواب های است. تعادل نقاط

x(t) = c۱ + c۲t, y(t) = c۲.

است. نزولͬ x آنگاه ،c۲ < ۰ اگر و صعودی x آنگاه ،c۲ > ۰ اگر که ͬ شود م مشاهده

شͺل به حالت این در دستگاه فاز نمای پس است. ثابت x آنگاه ،c۲ = ۰ اگر همچنین،

است. ۵. ۶ج

λ = ۰ (ج) λ < ۰ (ب) λ > ۰ (آ)

تکراری. ویژه ی مقدار ͷی با دستگاه فاز نمای :۶ .۵ شͺل

مختلط ویژه مقادیر سوم): }(حالت
ẋ = ax− by

ẏ = bx+ ay
صورت به خطͬ دستگاه آنگاه ،b ̸= ۰ آن در که باشد، J =

[
a −b
b a

]
اگر

قطبی مختصات گرفتن نظر در با بود. }خواهد
x = r cos θ

y = r sin θ
=⇒

{
r۲ = x۲ + y۲

θ = tan−۱
(
y
x

)
داشت: خواهیم دستگاه، در جایͽذاری و t به نسبت θ و r از مشتق گیری }و

ṙ = ar

θ̇ = b



R۲ در خطͬ دستگاه های فاز نمای  .۵ فصل ۱۲۶

صورت به جواب هایی دارای که

r(t) = r۰e
at, θ(t) = bt+ θ۰

ͬ کنیم. م بررسͬ جداگانه زیر حالات در که دارد بستگͬ b و a علامت به فاز نمای شͺل است.

زیرا است ناپایدار کانون ͷی مبدا آنگاه ،a > ۰ اگر .۱

lim
t→−∞

r(t) = ۰, lim
t→∞

r(t) = ∞.

b علامت به آن چرخش جهت که است مبدا از واگرا مارپیچ ͷی آن فاز نمای بنابراین

دارد. بستگͬ

صورت به مدارها پس است. افزایش حال در θ یعنͬ این و θ̇ > ۰ آنگاه ،b > ۰ اگر •

(شͺل۵. ۷آ) ͬ شوند. م دور مبدا از پادساعتگرد جهت در مارپیچ

صورت به مدارها پس است. کاهش حال در θ یعنͬ این و θ̇ < ۰ آنگاه ،b < ۰ اگر •

(شͺل۵. ۷ب) ͬ شوند. م دور مبدا از ساعتگرد جهت در مارپیچ

a > ۰, b < ۰ (ب) a > ۰, b > ۰ (آ)

مثبت. حقیقͬ قسمت با مختلط ویژه مقادیر با دستگاه فاز نمای :۷ .۵ شͺل

زیرا است پایدار کانون ͷی مبدا آنگاه ،a < ۰ اگر .۲

lim
t→−∞

r(t) = ۰, lim
t→∞

r(t) = ∞.
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به آن چرخش جهت که است مبدا به همͽرا مارپیچ ͷی حالت این فاز نمای بنابراین،

دارد. بستگͬ b علامت

صورت به مدارها پس است. افزایش حال در θ یعنͬ این و θ̇ > ۰ آنگاه ،b > ۰ اگر •

(شͺل۵. ۸آ) ͬ شوند. م ͷنزدی مبدا به پادساعتگرد جهت در مارپیچ

صورت به مدارها پس است. کاهش حال در θ یعنͬ این و θ̇ < ۰ آنگاه ،b < ۰ اگر •

(شͺل۵. ۸ب) ͬ شوند. م ͷنزدی مبدا به ساعتگرد جهت در مارپیچ

a < ۰, b < ۰ (ب) a < ۰, b > ۰ (آ)

منفͬ. حقیقͬ قسمت با مختلط ویژه مقادیر با دستگاه فاز نمای :۸ .۵ شͺل

نمای پس است. r(t) = r۰ حالت این در که چرا است مرکز ͷی مبدا آنگاه ،a = ۰ اگر .۳

b علامت به آنها چرخش جهت که هستند r۰ شعاع و مبدا مرکز به دایره هایی آن فاز

(۹ .۵ (شͺل است. وابسته

متغیر تغییر با کردیم، بررسͬ (۲ .۵) متعارف دستگاه برای را فاز نمای مختلف انواع که حال

آوریم. بدست را (۱ .۵) خطͬ دستگاه فاز نمای ͬ توانیم م φ = Pψ

کنید. رسم را زیر دستگاه فاز نمای .۳ .۵ }مثال
ẋ = ۵x+ ۳y
ẏ = −۶x− ۴y

(۳ .۵)
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a = ۰, b < ۰ (ب) a = ۰, b > ۰ (آ)

صفر. حقیقͬ قسمت با مختلط ویژه مقادیر با دستگاه فاز نمای :۹ .۵ شͺل

عبارتند آن ویژه ی مقادیر که است A =

[
۵ ۳
−۶ −۴

]
برابر دستگاه این ضرایب ماتریس حل.

از

det(A− λI) = (λ− ۵)(λ+ ۴) + ۱۸ = ۰ =⇒

{
λ۱ = −۱
λ۲ = ۲

و است هذلولوی زین ͷی مبدا پس منفͬ، دیͽری و است مثبت ویژه مقادیر از ͬͺی چون

]دستگاه
Ẋ

Ẏ

]
=

[
−۱ ۰
۰ ۲

] [
X
Y

]
(۴ .۵)

دستگاه، این جواب عنوان به ψ(t) = [X(t), Y (t)]T فرض با است. متشابه (۳ .۵) دستگاه با

ͬ باشد. م ۵. ۱۰آ شͺل به آن فاز نمای

A ویژه ی بردار های ͬ آوریم. م بدست را P ماتریس ،(۳ .۵) دستگاه فاز نمای رسم برای حال

از عبارتند

V۱ =

[
۱
−۲

]
, V۲ =

[
۱
−۱

]
.

بنابراین، .P =

[
۱ ۱
−۲ −۱

]
نتیجه، در

φ = Pψ =⇒
[
x
y

]
=

[
۱ ۱
−۲ −۱

] [
X
Y

]
=

[
X + Y

−۲X − Y

]
.

پس

x = X + Y, y = −۲X − Y.
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واقع، در هستند. اصلͬ دستگاه مدارهای یافته ی دوران متعارف دستگاه مدارهای که ͬ بینیم م

منطبق است V۱ ویژه ی بردار همان که y = −x جهت  روی ۵. ۱۰آ، شͺل در X = ۰ اصلͬ جهت 

منطبق است، V۲ ویژ ه ی بردار همان که y = −۲x جهت روی Y = ۰ اصلͬ جهت و شده

■ ͬ آید. م در ۵. ۱۰ب شͺل به اصلͬ، دستگاه فاز نمای و ͬ شود م

(ب) (آ)

۳ .۵ مثال فاز نمای :۱۰ .۵ شͺل

یا متعارف دستگاه فاز نمای یافته دوران شده، داده خطͬ دستگاه ͷی فاز نمای که دیدیم

شده اند. منطبق ضرایب ماتریس ویژه بردارهای بر اصلͬ جهت های آن در که است آن متشابه

کرد. رسم و تعیین را فاز نمای ویژه، بردار های آوردن بدست با تنها ͬ توان م پس

کنید. رسم را زیر دستگاه فاز نمای .۴ .۵ }مثال
ẋ = ۳

۲x+
۱
۲y

ẏ = ۱
۲x+

۳
۲y

از عبارتند آن ویژه ی مقادیر که است A =

[۳
۲

۱
۲

۱
۲

۳
۲

]
برابر دستگاه این ضرایب ماتریس حل.

det(A− λI) = (λ− ۳
۲
)۲ − ۱

۴
= ۰ =⇒

{
λ۱ = ۲
λ۲ = ۱

پس ،λ۲ < λ۱ چون و است ناپایدار گره ͷی مبدا پس داریم، مثبت ویژه ی مقدار دو چون

از عبارتند A ویژه  بردارهای است. ۵. ۱۱آ شͺل شبیه دستگاه فاز نمای

V۱ =

[
۱
۱

]
, V۲ =

[
۱
−۱

]
.



R۲ در خطͬ دستگاه های فاز نمای  .۵ فصل ۱۳۰

V۱ بردار بر Y = ۰ جهت و V۲ بردار بر متشابه دستگاه فاز نمای در X = ۰ جهت نتیجه، در

■ بود. خواهد ۵. ۱۱ب شͺل به دستگاه فاز نمای و شده منطبق

(ب) (آ)

۴ .۵ مثال فاز نمای :۱۱ .۵ شͺل

کنید. رسم را زیر دستگاه فاز نمای .۵ .۵ مثال

[
ẋ
ẏ

]
=

[
۰ −۴
۱ ۰

] [
x
y

]
.

از عبارتند A ضرایب ماتریس ویژه ی مقادیر حل.

det(A− λI) =

∣∣∣∣−λ −۴
۱ −λ

∣∣∣∣ = λ۲ + ۴ = ۰ =⇒ λ۱,۲ = ±۲i.

نشان  ẋ = −۴y چون است. مرکز ͷی مبدا پس هستند، محض موهومͬ ویژه مقادیر چون

متشابه دستگاه فاز نمای لذا پادساعتگردند. مدارها پس است، کاهشͬ y > ۰ برای x ͬ دهد م

با برابرند λ۱,۲ نظیر ویژه  بردارهای ͬ باشد. م ۵. ۱۲آ شͺل به

W۱, W̄۱ =

[
۰
۱

]
± i

[
۲
۰

]
= U۱ ± iV۱.

نمای و کرده پیدا انتقال V۱ = [۲, ۰]T به Y = ۰ جهت و U۱ = [۰, ۱]T به X = ۰ جهت بنابراین

■ بود. خواهد ۵. ۱۲ب شͺل به دستگاه فاز



۱۳۱ اثر‐دترمینان صفحه .۲ .۵

(ب) (آ)

۵ .۵ مثال فاز نمای :۱۲ .۵ شͺل

اثر‐دترمینان صفحه ۲ .۵

ویژه ی مقادیر به مبدا پایداری ،
{
ẋ = ax+ by

ẏ = cx+ dy
خطͬ دستگاه در که دیدیم قبل بخش در

در ͬ شود. م مشخص ویژه مقادیر این طریق از آن ماهیت و دارد بستگͬ ضرایب ماتریس

را تعادل نقطه ماهیت ضرایب، ماتریس دترمینان و اثر از استفاده با تا داریم قصد بخش این

صورت، این در .A =

[
a b
c d

]
ͬ دهیم م قرار کنیم. مشخص

det(A− λI) =

∣∣∣∣a− λ b
c d− λ

∣∣∣∣ = (a− λ)(d− λ)− bc = λ۲ − (a+ d)λ+ (ad− bc)︸ ︷︷ ︸
A مشخصه چندجمله ای

,

آن در که است f(λ) = λ۲ − Tλ+D صورت به A مشخصه چندجمله ای ͬ دهد م نتیجه که

T = tr(A) = a+ d, D = det(A) = ad− bc.

را زیر حالات صورت این در .∆ = T ۲ − ۴D همچنین و D = λ۱λ۲ و T = λ۱ + λ۲ پس

داشت: خواهیم

مبدا بنابراین هستند. مختلف العلامه و ناصفر A ویژه ی مقادیر حالت این در (D < ۰) .۱

است. زینͬ نقطه ͷی

(D > ۰) .۲



R۲ در خطͬ دستگاه های فاز نمای  .۵ فصل ۱۳۲

ͬ دهد: م رخ حالت دو که متمایزند و حقیقͬ ویژه مقادیر آنگاه ،∆ > ۰ اگر الف)

است. ناپایدار گره ی مبدا پس مثبت اند. ویژه مقدار دو هر آنگاه ،T > ۰ اگر –

است. پایدار گره ی مبدا پس ͬ اند. منف ویژه مقدار دو هر آنگاه ،T < ۰ اگر –

ͬ دهد: م رخ حالت سه که مزدوج اند و مختلط ویژه مقادیر آنگاه ،∆ < ۰ اگر ب)

پس داریم. منفͬ حقیقͬ قسمت با مختلط ویژه ی مقادیر آنگاه ،T < ۰ اگر –

است. پایدار کانون مبدا

پس داریم. مثبت حقیقͬ قسمت با مختلط ویژه ی مقادیر آنگاه ،T > ۰ اگر –

است. ناپایدار کانون مبدا

است. مرکز مبدا نتیجه در و محض اند موهومͬ ویژه مقادیر آنگاه ،T = ۰ اگر –

ͬ دهد: م رخ حالت دو هم اینجا در که داریم تکراری ویژه مقادیر آنگاه ،∆ = ۰ اگر ج)

است. ناپایدار ستاره گره مبدا پس است. مثبت ویژه مقدار آنگاه ،T > ۰ اگر –

است. پایدار ستاره گره مبدا پس است. منفͬ ویژه مقدار آنگاه ،T < ۰ اگر –

تعادل نقاط از خط ͷی پس است. صفر ویژه  مقادیر از ͬͺی حالت این در (D = ۰) .۳

ͬ دهد: م رخ حالت دو ،T علامت به بسته که داریم

ناپایدارند. تعادل نقاط آنگاه ،T > ۰ اگر الف)

پایدارند. تعادل نقاط آنگاه ،T < ۰ اگر ب)

نمایش است، اثر‐دترمینان صفحه به موسوم که ،۱۳ .۵ شͺل در بالا، در شده بیان حالات تمام

شده اند. داده

کنید. مشخص را
{
ẋ = x+ ۱۶y
ẏ = −۸x− y

دستگاه در مبدا تعادل نقطه ماهیت .۶ .۵ مثال



۱۳۳ اثر‐دترمینان صفحه .۲ .۵

اثر‐دترمینان صفحه :۱۳ .۵ شͺل

صورت، این در .A =

[
۱ ۱۶

−۸ −۱

]
ͬ دهیم م قرار حل.

T = tr(A) = ۱− ۱ = ۰, D = det(A) = −۱+ ۱۲۸ = ۱۲۷ > ۰.

علامت تعیین با همچنین، است. مرکز ͷی مبدا اثر‐دترمینان، صفحه به توجه با بنابراین،

■ ͬ باشد. م ساعتگرد مدارها حرکت جهت که ͬ شود م مشخص ،ẏ = −۸x− y

کنید. مشخص را
{
ẋ = −x− ۵y
ẏ = ۲x+ ۵y

دستگاه در مبدا تعادل نقطه ماهیت .۷ .۵ مثال

صورت، این در .A =

[
−۱ −۵
۲ ۵

]
ͬ دهیم م قرار حل.

{
T = tr(A) = −۱+ ۵ = ۴ > ۰
D = det(A) = −۵+ ۱۰ = ۵ > ۰

=⇒ ∆ = T ۲ − ۴D = ۱۶− ۲۰ = −۴ < ۰.

تعیین با همچنین، است. ناپایدار کانون ͷی مبدا اثر‐دترمینان، صفحه به توجه با بنابراین،

■ ͬ باشد. م پادساعتگرد مارپیچ حرکت جهت که ͬ شود م مشخص ẋ = −x− ۵y علامت



R۲ در خطͬ دستگاه های فاز نمای  .۵ فصل ۱۳۴

تمرینات ۳ .۵

دوم مرتبه خطͬ دیفرانسیل معادله .۱

ẍ+ aẋ+ bx = ۰, a, b ∈ R,

را مبدا در تعادل نقطه نوع سپس و بنویسید R۲ در خطͬ دستگاه ͷی صورت به را

کنید. مشخص

کنید: رسم را زیر خطͬ دستگاه های فاز نمای .۲

(a)

{
ẋ۱ = x۱ + ۲x۲
ẋ۲ = ۳x۱ + ۴x۲

(b)

{
ẋ۱ = x۱
ẋ۲ = −x۱ + ۲x۲

(c)

{
ẋ۱ = x۱ − x۲
ẋ۲ = x۱ − x۲

(d)

{
ẋ۱ = −۲x۱ + x۲
ẋ۲ = x۱ − x۲



۶ فصل

غیرخطͬ خودگردان دستگاه های

خواص مورد در و شدیم آشنا خطͬ دیفرانسیل معادلات دستگاه های با قبل، فصل های در

دستگاه های مورد در تا داریم قصد فصل، این در آوردیم. بدست را نتایجͬ و کرده بحث آنها

متغیرهای بردار x = [x۱, x۲, . . . , xn]
T آن در که کنیم صحبت ẋ = f(x) خودگردان غیرخطͬ

متغیره n برداری تابع ͷی f(x) = [f۱(x), f۲(x), . . . , fn(x)]
T و فاز) (متغیرهای حالت

استفاده مورد دستگاه هایی چنین برای را شد بیان قبل فصل های در که نتایجͬ است. حقیقͬ

غیرخطͬ دستگاه  برای را جواب یͺتایی و وجود اساسͬ قضیه ی چیز، هر از قبل ͬ دهیم. م قرار

ͬ کنیم. م بیان ẋ = f(x)

با مشتق پذیر f (یعنͬ f ∈ C ۱(Rn) کنیم فرض جواب) یͺتایی و وجود (قضیه .۱ .۶ قضیه

مقدار مساله که است موجود چنان a > ۰ صورت، این در .x ∈ Rn و باشد) پیوسته مشتق

است. [−a, a] بازه  روی یͺتا جوابی دارای
{
ẋ = f(x)

x(۰) = x۰
اولیه

است. آن تعادل نقاط بررسͬ ،ẋ = f(x) غیرخطͬ دستگاه بررسͬ در قدم اولین

n×m ماتریس p نقطه در f مشتق آنگاه باشد، پذیر مشتق f : Rm −→ Rn اگر .۲ .۶ تعریف

است: زیر

Dpf = Df(p) =


∂f۱
∂x۱

(p) · · · ∂f۱
∂xm

(p)
... · · · ...

∂fn
∂x۱

(p) · · · ∂fn
∂xm

(p)

 .
۱۳۵



غیرخطͬ خودگردان دستگاه های .۶ فصل ۱۳۶

هستند: زیر جزئͬ مشتقات آن ستون های که است ماتریسͬ Dpf پس

∂f

∂x۱
(p), . . . ,

∂f

∂xm
(p).

آنگاه باشد، f(x, y) = (x۲ + y۲, x۳ − y۳, x۴y۴) تابع f : R۲ −→ R۳ اگر .۳ .۶ مثال

D(x,y)f =

 ۲x ۲y
۳x۲ −۳y۲

۴x۳y۴ ۴x۴y۳

 .
توسط Df یعنͬ آن مشتق آنگاه باشد، مشتق پذیر تابع ͷی f : Rn −→ Rn اگر .۴ .۶ تعریف

ͬ شود: م داده زیر n× n (ژاکوبی) یاکوبی ماتریس

Df =

[
∂fi
∂xj

]
=


∂f۱
∂x۱

∂f۱
∂x۲

. . . ∂f۱
∂xn

∂f۲
∂x۱

∂f۲
∂x۲

. . . ∂f۲
∂xn... ... ... ...

∂fn
∂x۱

∂fn
∂x۲

. . . ∂fn
∂xn

 .
زیرا است برابر f برداری میدان دیورژانس با ژاکوبی ماتریس اثر که کنید توجه

tr(Df) =
∂f۱
∂x۱

+
∂f۲
∂x۲

+ . . .+
∂fn
∂xn

= div(f).

کنید. محاسبه p = (۱,−۲) نقطه در را f(x) =
[

x۱ + x۱x
۲
۲

−x۲ + x۲
۱ + x۲

۲

]
تابع مشتق .۵ .۶ مثال

حل.

Df(x) =

[
∂f۱
∂x۱

∂f۱
∂x۲

∂f۲
∂x۱

∂f۲
∂x۲

]
=

[
۱+ x۲

۲ ۲x۱x۲
۲x۱ −۱+ ۲x۲

]
=⇒ Df(۱,−۲) =

[
۵ −۴
۲ −۵

]
.

■

ẋ = غیرخطͬ دستگاه از تعادل نقطه ͷی x⋆ کنید فرض شده) خطͬ (دستگاه .۶ .۶ تعریف

ماتریس را A صورت، این در .A = Df(x⋆) ͬ دهیم م قرار .f(x⋆) = ۰⃗ یعنͬ باشد، f(x)

ͬ گوییم. م x⋆ حول ẋ = f(x) شده ی خطͬ را ẋ = Ax خطͬ دستگاه و ͬ سازی خط

ẋ = f(x) غیرخطͬ دستگاه برای را x⋆ تعادل نقطه هذلولوی) تعادل (نقطه .۷ .۶ تعریف

باشد. نداشته صفر حقیقͬ قسمت با ویژه Df(x⋆)مقادیر ژاکوبی ماتریس هرگاه گوییم هذلولوی

ͬ گوییم. م غیرهذلولوی را آن صورت، این غیر در



۱۳۷ هارتمن‐گرابمن قضیه با پایداری تعیین .۱ .۶

هارتمن‐گرابمن قضیه با پایداری تعیین ۱ .۶

نقطه ͷی x⋆ اگر صورت، این در .f ∈ C۲(Rn) کنید فرض (هارتمن‐گرابمن) .۸ .۶ قضیه

برای تعادل نقطه این نوع آنگاه باشد، ẋ = f(x) غیرخطͬ دستگاه برای هذلولوی تعادل

است. آن شده ی خطͬ دستگاه برای مبدا تعادل نقطه نوع همانند ،ẋ = f(x) دستگاه

کنید. مشخص را زیر غیرخطͬ دستگاه های تعادل نقاط نوع .٩ .۶ }مثال
ẋ = x

ẏ = x۲ + y۲ − ۱
.۱

ͬ آوریم: م بدست را تعادل نقاط ابتدا }حل.
x = ۰
x۲ + y۲ − ۱ = ۰ =⇒ y = ±۱

=⇒

{
p۱ = (۰, ۱)
p۲ = (۰,−۱)

از است عبارت نقاط این برای دستگاه ͬ سازی خط ماتریس

Df(x, y) =

[
۱ ۰
۲x ۲y

]
=⇒ Df(۰, ۱) =

[
۱ ۰
۰ ۲

]
, Df(۰,−۱) =

[
۱ ۰
۰ −۲

]
.

آنجایی از است. زین ͷی p۲ و ناپایدار گره ی ͷی p۱ شده خطͬ دستگاه برای بنابراین،

ͷی p۱ نیز غیرخطͬ دستگاه برای پس هستند، دستگاه  هذلولوی تعادل نقاط p۲ و p۱ که

ͬ باشد. م ۶. ۱آ شͺل به دستگاه این فاز نمای است. زینͬ نقطه ͷی p۲ و ناپایدار گره ی

■{
ẋ = x۲ − y۲ − ۱
ẏ = ۲y

.۲

با است برابر دستگاه تعادل نقاط }حل.
x۲ − y۲ − ۱ = ۰ =⇒ x = ±۱
۲y = ۰

=⇒

{
p۱ = (۱, ۰)
p۲ = (−۱, ۰)

از است عبارت نقاط این برای دستگاه ͬ سازی خط ماتریس

Df(x, y) =

[
۲x −۲y
۰ ۲

]
=⇒ Df(۱, ۰) =

[
۲ ۰
۰ ۲

]
, Df(۰,−۱) =

[
−۲ ۰
۰ ۲

]
.



غیرخطͬ خودگردان دستگاه های .۶ فصل ۱۳۸

آنجایی از است. زین ͷی p۲ و ناپایدار گره ی ͷی p۱ شده، خطͬ دستگاه برای بنابراین،

ͷی p۱ نیز غیرخطͬ دستگاه برای پس هستند، دستگاه  هذلولوی تعادل نقاط p۲ و p۱ که

ͬ باشد. م ۶. ۱ب شͺل به دستگاه این فاز نمای است. زینͬ نقطه ͷی p۲ و ناپایدار گره ی

■

{
ẋ = y

ẏ = x(۱− x۲) + y
.۳

ͬ آوریم: م بدست را دستگاه تعادل نقاط ابتدا حل.

{
y = ۰
x(۱− x۲) + y = ۰ y=۰

=⇒ x = ۰,±۱
=⇒


p۱ = (۰, ۰)
p۲ = (۱, ۰)
p۳ = (−۱, ۰)

از است عبارت نقاط این برای دستگاه ͬ سازی خط ماتریس

Df(x, y) =

[
۰ ۱

۱− ۳x۲ ۱

]
=⇒ Df(۰, ۰) =

[
۰ ۱
۱ ۱

]
, Df(±۱, ۰) =

[
۰ ۱
−۲ ۱

]
.

که شد خواهد مشخص فوق، ماتریس های برای اثر‐دترمینان صفحه از استفاده با

که آنجایی از ناپایدارند. کانون p۳ و p۲ و زینͬ نقطه ͷی p۱ شده، خطͬ دستگاه برای

و p۲ و زینͬ نقطه ͷی p۱ نیز غیرخطͬ دستگاه برای پس هستند، هذلولوی نقاط، این

■ ͬ باشد. م ۶. ۱ج شͺل به دستگاه این فاز نمای هستند. ناپایدار کانون p۳

{
ẋ = x

(
۱− ۱

۲x− y
)

ẏ = y
(
x− ۱− ۱

۲y
) .۴

ͬ آوریم: م بدست را دستگاه تعادل نقاط ابتدا حل.

{
x
(
۱− ۱

۲x− y
)
= ۰

y
(
x− ۱− ۱

۲y
)
= ۰

=⇒

{
x = ۰ یا ۱− ۱

۲x− y = ۰
y = ۰ یا x− ۱− ۱

۲y = ۰
=⇒


p۱ = (۰, ۰)
p۲ = (۰,−۲)
p۳ = (۲, ۰)
p۴ = ( ۶۵ ,

۲
۵)



۱۳۹ هارتمن‐گرابمن قضیه با پایداری تعیین .۱ .۶

از است عبارت نقاط این برای دستگاه ͬ سازی خط ماتریس

Df(x, y) =

[
۱− x− y −x

y x− ۱− y

]
,

Df(۰, ۰) =
[
۱ ۰
۰ −۱

]
, Df(۰,−۲) =

[
۳ ۰
−۲ ۱

]
,

Df(۲, ۰) =
[
−۱ −۲
۰ ۱

]
, Df

(
۶
۵
,
۲
۵

)
=

[
−۳

۵ −۶
۵

۲
۵ − ۱

۵

]
.

و ناپایدار گره ترتیب، به ،p۴ و p۲ و زینͬ نقاط p۳ و p۱ اثر‐دترمینان، صفحه طبق

هذلولوی نقاط این ͬͽهم که آنجا از و هستند ͬ شده خط دستگاه برای پایدار کانون

فاز نمای ͬ باشد. م صورت همین به نیز غیرخطͬ دستگاه برای آنها ماهیت لذا هستند،

■ ͬ باشد. م ۶. ۱د شͺل به دستگاه این
ẋ = −x
ẏ = −y + x۲

ż = z + x۲

.۵

ماتریس است. p = (۰, ۰, ۰) هم آن و دارد تعادل نقطه ͷی تنها دستگاه این حل.

از است عبارت دستگاه این ͬ سازی خط

Df(x, y, z) =

−۱ ۰ ۰
۲x −۱ ۰
۲x ۰ ۱

 =⇒ Df(۰, ۰, ۰) =

−۱ ۰ ۰
۰ −۱ ۰
۰ ۰ ۱

 .
آنجا از و است ͬ شده خط دستگاه برای زینͬ نقطه ͷی p اثر‐دترمینان، صفحه طبق

زینͬ نقطه ͷی نیز غیرخطͬ دستگاه برای پس است، هذلولوی تعادل نقطه ͷی p که

■ ͬ باشد. م ۶. ۱ه شͺل به دستگاه این فاز نمای ͬ باشد. م

که کرد استفاده هارتمن‐گرابمن قضیه از ͬ توان م مواقعͬ در تنها که دیدیم .۱۰ .۶ ملاحظه

تعیین برای قضیه این صورت، این غیر در باشد. هذلولوی غیرخطͬ دستگاه تعادل نقطه

بود. خواهد ناکارآمد تعادل، نقطه پایداری



غیرخطͬ خودگردان دستگاه های .۶ فصل ۱۴۰

(ب) (آ)

(د) (ج)

(ه)

۹ .۶ مثال دستگاه های فاز نمای :۱ .۶ شͺل

از زیر مثال های در که است قطبی مختصات در دستگاه بازنویسͬ پایداری، تعیین روش ͷی

ͬ کنیم. م استفاده روش این

کنید. مشخص زیر غیرخطͬ دستگاه های از ͷی هر برای را مبدا پایداری .۱۱ .۶ مثال

{
ẋ = −y − xy

ẏ = x+ x۲ .۱

به است. تعادل نقطه ͷی دستگاه این برای مبدا است، مشخص که همانطور حل.

از خطͬ نیز x = −۱ خط پس ،x+ ۱ = ۰ داریم معادله دو هر در که آنجایی از علاوه،



۱۴۱ هارتمن‐گرابمن قضیه با پایداری تعیین .۱ .۶

با است برابر مبدا برای سازی خطͬ ماتریس است. تعادل نقاط

Df(x, y) =

[
−y −۱− x

۱+ ۲x ۰

]
=⇒ Df(۰, ۰) =

[
۰ −۱
۱ ۰

]
=⇒ λ۱,۲ = ۰± i.

مقادیر حقیقͬ قسمت چون اما است. مرکز ͷی ͬ شده خط دستگاه برای مبدا پس

و است غیرخطͬ دستگاه برای غیرهذلولوی تعادل نقطه ͷی مبدا است، صفر ویژه،

کرد. استفاده پایداری تعیین برای هارتمن‐گرابمن قضیه از ͬ توان نم لذا

قطبی مختصات تغییر گرفتن نظر در با  {
x = r cos θ

y = r sin θ
=⇒

{
r۲ = x۲ + y۲

θ = tan−۱
(
y
x

) =⇒

{
rṙ = xẋ+ yẏ

r۲θ̇ = xẏ − yẋ

ͬ شود: م تبدیل زیر قطبی دستگاه به نظر مورد غیرخطͬ }دستگاه
ṙ = ۰
θ̇ = ۱+ x

است. مرکز ͷی نیز غیرخطͬ دستگاه برای مبدا بنابراین است، ثابت r پس ،ṙ = ۰ چون

جهت ناحیه این در پس است. افزایشͬ θ یعنͬ ،θ̇ > ۰ داریم x > −۱ برای طرفͬ، از

یعنͬ ،θ̇ < ۰ که داریم x < −۱ برای همچنین، بود. خواهد پادساعتگرد مدارها، حرکت

نهایت، در بود. خواهد ساعتگرد مدارها، جهت ناحیه این در پس است.  ͬ کاهش θ

■ است. ۶. ۲آ شͺل به دستگاه این فاز }نمای
ẋ = −y − x۳ − xy۲

ẏ = x− y۳ − x۲y
.۲

با است برابر سازی خطͬ ماتریس حل.

Df(x, y) =

[
−۳x۲ − y۲ −۱− ۲xy
۱− ۲xy −۳y۲ − x۲

]
=⇒ Df(۰, ۰) =

[
۰ −۱
۱ ۰

]
=⇒ λ۱,۲ = ۰±i.

تعادل نقطه ͷی مبدا چون اما است. مرکز ͷی ͬ شده خط دستگاه برای مبدا پس

استفاده هارتمن‐گرابمن قضیه از ͬ توان نم لذا است، غیرخطͬ دستگاه از غیرهذلولوی



غیرخطͬ خودگردان دستگاه های .۶ فصل ۱۴۲

کرد.

قطبی مختصات تغییر گرفتن نظر در }با
x = r cos θ

y = r sin θ
=⇒

{
r۲ = x۲ + y۲

θ = tan−۱
(
y
x

) =⇒

{
rṙ = xẋ+ yẏ

r۲θ̇ = xẏ − yẋ

ͬ شود: م تبدیل زیر قطبی دستگاه به نظر مورد غیرخطͬ }دستگاه
ṙ = −r۳

θ̇ = ۱

θ پس ،θ̇ > ۰ چون و است  ͬ کاهش همواره r پس ،ṙ < ۰ که ͬ بینیم م دستگاه این در

است. پایدار کانون ͷی غیرخطͬ دستگاه برای مبدا نتیجه، در است. افزایشͬ همواره

■ است. ۶. ۲ب شͺل به دستگاه این فاز }نمای
ẋ = −y + x۳ + xy۲

ẏ = x+ y۳ + x۲y
.۳

با است برابر سازی خطͬ ماتریس حل.

Df(x, y) =

[
۳x۲ + y۲ −۱+ ۲xy
۱+ ۲xy ۳y۲ + x۲

]
=⇒ Df(۰, ۰) =

[
۰ −۱
۱ ۰

]
=⇒ λ۱,۲ = ۰± i.

تعادل نقطه ͷی مبدا چون اما است. مرکز ͷی ͬ شده خط دستگاه برای مبدا پس

هارتمن‐گرابمن قضیه از ͬ توان نم لذا است، غیرخطͬ دستگاه برای غیرهذلولوی

کرد. استفاده

غیرخطͬ دستگاه ،(x, y) = (r cos θ, r sin θ) قطبی مختصات تغییر گرفتن نظر در با  

ͬ شود: م تبدیل زیر قطبی دستگاه به نظر }مورد
ṙ = r۳

θ̇ = ۱

،θ̇ > ۰ چون و است  ͬ افزایش همواره r پس .ṙ > ۰ همیشه که ͬ بینیم م دستگاه این در

کانون ͷی غیرخطͬ دستگاه برای مبدا بنابراین، است. افزایشͬ همواره نیز θ پس

■ است. ۶. ۲ج شͺل به دستگاه این فاز نمای است. ناپایدار



۱۴۳ هارتمن‐گرابمن قضیه با پایداری تعیین .۱ .۶


ẋ = −y + x

√
x۲ + y۲ sin

(
۱√

x۲ + y۲

)

ẏ = x+ y
√
x۲ + y۲ sin

(
۱√

x۲ + y۲

) (x, y) ̸= (۰, ۰)

{
ẋ = ۰
ẏ = ۰

(x, y) = (۰, ۰)

.۴

با است برابر مبدا در سازی خطͬ ماتریس حل.

Df(۰, ۰) =
[
۰ −۱
۱ ۰

]
=⇒ λ۱,۲ = ۰± i.

تعادل نقطه ͷی مبدا چون اما است. مرکز ͷی ͬ شده خط دستگاه برای مبدا پس

دستگاه برای آن پایداری مورد در ͬ توان نم لذا است، غیرخطͬ دستگاه برای غیرهذلولوی

(x, y) = (r cos θ, r sin θ) قطبی مختصات تغییر از اگر کرد. نظر اظهار غیرخطͬ

ͬ شود: م تبدیل زیر قطبی دستگاه به نظر مورد غیرخطͬ دستگاه آنگاه کنیم، ṙاستفاده = r۲ sin

(
۱
r

)
θ̇ = ۱

r مورد در اما است. افزایشͬ همواره θ پس ،θ̇ > ۰ همیشه که ͬ بینیم م دستگاه این در

که داریم

ṙ = r۲ sin

(
۱
r

)
= ۰ =⇒ r = ۰ یا r =

۱
nπ

; n ∈ N.

جواب های و است تعادل نقطه ͷی که است مختصات مبدا با متناظر r = ۰ جواب

آنها جهت که هستند تناوبی یا بسته مدارهای با متناظر n ∈ N برای r = ۱
nπ

مثبت

ṙ مشتق ، ۱
(n+ ۱)π

< r <
۱
nπ

برای که ͬ بینیم م این، بر علاوه است. پادساعتگرد

.ṙ < ۰ آنگاه فرد، n اگر و ṙ > ۰ آنگاه زوج، n اگر واقع، در دارد. ثابتͬ علامت همواره

پایدار مرکز‐کانون دستگاه، این برای مبدا است. ۶. ۲د شͺل به دستگاه این فاز نمای

■ ͬ شود. م نامیده



غیرخطͬ خودگردان دستگاه های .۶ فصل ۱۴۴

(ب) (آ)

(د) (ج)

۱۱ .۶ مثال دستگاه های فاز نمای :۲ .۶ شͺل

تعادل، نقطه بودن هذلولوی هارتمن‐گرابمن، قضیه از استفاده برای که دیدیم .۱۲ .۶ ملاحظه

برداری تابع بودن C۲ قضیه، این از استفاده شرایط از دیͽر ͬͺی است. اهمیت حائز بسیار

مشخص نکته این اهمیت بعد، مثال در است. الزامͬ نیز شرط این بودن برقرار که است f

ͬ شود. م

کنید. بررسͬ را مبدا پایداری قطبی، مختصات به زیر دستگاه تبدیل با .۱۳ .۶ مثال


ẋ = −x− y

ln
√
x۲ + y۲

ẏ = −y − x

ln
√
x۲ + y۲

(x, y) ̸= (۰, ۰)

{
ẋ = ۰
ẏ = ۰

(x, y) = (۰, ۰)

با است برابر مبدا در سازی خطͬ ماتریس حل.

Df(۰, ۰) =
[
−۱ ۰
۰ −۱

]
=⇒ λ۱,۲ = −۱ < ۰.

قطبی مختصات گرفتن نظر در است. با پایدار گره ی ͷی ͬ شده خط دستگاه برای مبدا پس



۱۴۵ لیاپانوف تابع با پایداری تعیین .۲ .۶

ͬ شود: م تبدیل زیر قطبی دستگاه به نظر مورد غیرخطͬ دستگاه ،(x, y) = (r cos θ, r sin θ)ṙ = −r

θ̇ =
۱

ln r

برای همچنین، است. کاهشͬ همواره r پس ،ṙ < ۰ همیشه که ͬ بینیم م دستگاه این در

غیرخطͬ دستگاه برای مبدا بنابراین، است. کاهشͬ نیز θ پس ،θ̇ < ۰ که ͬ بینیم م ۰ < r < ۱

مبدا ͬ بایست م هارتمن‐گرابمن، قضیه طبق که است حالͬ در این است. پایدار کانون ͷی

آن امر این دلیل و نیست چنین که دیدیم اما باشد. پایدار گره ی ͷی غیرخطͬ دستگاه برای

■ .f /∈ C۲ که است

لیاپانوف تابع با پایداری تعیین ۲ .۶

روش توسط ẋ = f(x) غیرخطͬ دستگاه هذلولوی تعادل نقاط پایداری تعیین قبل، بخش در

نخواهد کارساز روش این غیرهذلولوی، تعادل نقاط برای که دیدیم اما شد. بیان ͬ سازی خط

تبدیل هم آن و کند رفع را مشͺل این تا کردیم بیان دیͽری روش دلیل، همین به بود.

روش ͷی بخش، این در دیدیم. را آن از مثال هایی که بود قطبی دستگاه به غیرخطͬ دستگاه

به روش، این کرد. خواهیم معرفͬ غیرخطͬ دستگاه تعادل نقاط پایداری تعیین برای دیͽر

روش که غیرهذلولوی تعادل نقاط پایداری نوع تعیین برای است. معروف لیاپانوف روش

روش این اصلͬ ایده ابتدا کرد. استفاده لیاپانوف روش از ͬ توان م نیست جوابͽو ͬ سازی خط

ͬ کنیم. م مطرح را

نقطه ͷی دارای که داریم (R۲ صفحه در شده (تعریف مسطح برداری میدان ͷی کنید فرض

کنیم. تعیین آنرا پایداری نوع که ͬ خواهیم م و است x⋆ مانند غیرهذلولوی تعادل

شروع مدارهای که بیابیم x⋆ از U مانند ͬͽهمسای ͷی است کافͬ پایداری، تعریف طبق بر

اگر شد خواهد برآورده شرط این بمانند. باقͬ U در مثبت زمان های تمامͬ برای U در شده

است. داخل سمت به آن جهت یا و است مماس U مرز به برداری میدان که دهیم نشان بتوانیم



غیرخطͬ خودگردان دستگاه های .۶ فصل ۱۴۶

ͬ کنیم م بیان R۲ در شده تعریف برداری میدان های برای دقیق بطور را لیاپانوف روش اکنون

ͬ دهیم. م تعمیم Rn به آنرا سپس و

که طوری به باشد، C ۱ کلاس از حقیقͬ متغیره دو تابع ͷی V : R۲ → R کنید فرض

تراز مجموعه های و است مثبت (x۰, y۰) از محذوف ͬͽهمسای ͷی در V و ،V (x۰, y۰) = ۰

بر عمود است برداری −−→∇V چون حال هستند. (x۰, y۰) حول بسته ͬ های منحن V (x, y) = c

طول در X = (P,Q) برداری میدان جهت پس ،V افزایش جهت در و V = c تراز منحنͬ

اگر تنها و اگر بود خواهد مماس یا و داخل سمت به (x۰, y۰) کننده احاطه ͬ های منحن این

−−→
∇V ·X ≤ ۰ ⇐⇒ P (x, y)

∂V

∂x
+Q(x, y)

∂V

∂y
≤ ۰ ⇐⇒ V̇ = XV ≤ ۰.

کنید. توجه زیر شͺل به

لیاپانوف پایداری قضیه ۱ .۲ .۶

نقطه ͷی x⋆ کنید فرض بͽیرید. نظر در را Rn در شده تعریف ẋ = f(x) برداری میدان

از باز ͬͽهمسای ͷی U که باشد U تعریف دامنه با C ۱ تابع ͷی V : U ⊆ Rn → R و تعادل

که طوری به است x⋆

V (x⋆) = ۰, V (x) > ۰, ∀ x ∈ U \ {x⋆}.

هرگاه است لیاپانوف پایدار x⋆ تعادل نقطه صورت، این در

V̇ (x) =
−−→
∇V · f(x) ≤ ۰, ∀ x ∈ U \ {x⋆},

هرگاه است مجانبی پایدار و

V̇ (x) =
−−→
∇V · f(x) < ۰, ∀ x ∈ U \ {x⋆}.

لیاپانوف تابع ͷی را V دوم، حالت در و ضعیف، لیاپانوف تابع ͷی را V اول، حالت در

ͬ نامیم. م ẋ = f(x) برداری میدان برای قوی



۱۴۷ لیاپانوف تابع با پایداری تعیین .۲ .۶

لیاپانوف ناپایداری قضیه ۲ .۲ .۶

x⋆ کنید فرض بͽیرید. نظر در را C ۱ کلاس از ، x ∈ Rn که ، ẋ = f(x) برداری میدان

که طوری به باشد C ۱ کلاس از مقدار حقیقͬ تابع ͷی V : Rn → R و تعادل نقطه ͷی

این در است. x⋆ از ͬͽهمسای ͷی U که x ∈ U \ {x⋆} هر برای V̇ (x) > ۰ و V (x⋆) = ۰

است. ناپایدار x⋆ آنگاه ،xn → x⋆ دنباله ی ͷی برای V (xn) > ۰ اگر صورت

حدس راه از دستگاه، ͷی برای مناسب لیاپانوف تابع ͷی یافتن کلͬ، حالت در .۱۴ .۶ تذکر

این مشͺلات از ͬͺی این و ندارد. وجود آن یافتن برای ͷسیستماتی روش و است گمان و

است. روش

از x⋆ تعادل نقطه برای قوی لیاپانوف تابع ͷی V کنید فرض جذب) (دامنه ی .۱۵ .۶ تعریف

V̇ < ۰ آن در که همبندی و باز مجموعه ی بزرگترین صورت، این در باشد. ẋ = f(x) دستگاه

ͬ نامیم. م لیاپانوف پایداری دامنه ی یا جذب دامنه ی را باشد

ͬ دهیم. م ارائه لیاپانوف روش مورد در مثال چند اکنون

تابع از استفاده با .۱۶ .۶ مثال

V (x۱, x۲) =
۱
۴
x۴
۱ −

۱
۲
x۲
۲,

است: زیر دستگاه ناپایدار تعادل نقطه ͷی مبدا که ͬ دهیم م نشان

ẋ۱ = x۳
۱ + x۱x۲

ẋ۲ = −x۲ + x۲
۲ + x۱x۲ − x۳

۱

دنباله ازای به و V (۰, ۰) = ۰ اولا ͬ کنیم. م بررسͬ را لیاپانوف ناپایداری قضیه شرایط حل.

محذوف ͬͽهمسای ͷی در که ͬ دهیم م نشان حال .V ( ۱
n
, ۰) = ۱

۴n۴ > ۰ داریم ( ۱
n
, ۰) → (۰, ۰)
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نوشت: ͬ توان م است. V̇ > ۰ مبدا، از

V̇ = x۶
۱ + x۲x

۳
۱ (۱+ x۱) + x۲

۲(۱− x۱ − x۲)

≥ x۶
۱ − |x۲x

۳
۱ |(۱+ x۱) + x۲

۲(۱− x۱ − x۲)

≥ x۶
۱ −

۵
۴
|x۲||x۱|۳ +

۳
۴
x۲
۲ > ۰, ∀ (x۱, x۲) ∈ {|x۱|+ |x۲| <

۱
۴
} \ {(۰, ۰)}.

■

بررسͬ زیر دستگاه برای را مبدا پایداری مناسب، لیاپانوف تابع ͷی از استفاده با .۱۷ .۶ مثال

بیابید. را آن جذب دامنه ی و }کرده
ẋ = −x+ y − y۲ − x۳

ẏ = x− y + xy

را لیاپانوف پایداری قضیه شرایط و ͬ گیریم م نظر در را V (x, y) =
۱
۲
(x۲ + y۲) تابع حل.

داریم (x, y) ̸= (۰, ۰) هر برای و V (۰, ۰) = ۰ ثانیاً .V ∈ C ۱ اولا˟ ͬ کنیم. م بررسͬ آن برای

طرفͬ از .V (x, y) > ۰

V̇ = xẋ+ yẏ = −(x− y)۲ − x۴ < ۰.

قوی لیاپانوف تابع ͷی مبدا برای V : R۲ → R پس .(x, y) ̸= (۰, ۰) هر برای V̇ < ۰ بنابراین

جذب دامنه ی همچنین، است. مجانبی پایدار نظر، مورد دستگاه برای مبدا نتیجه، در و است

■ است. R۲ کل آن

بررسͬ زیر دستگاه برای را مبدا پایداری مناسب، لیاپانوف تابع ͷی از استفاده با .۱۸ .۶ مثال

بیابید. را آن جذب دامنه ی و کرده
ẋ = − ۱

۲
x(۱− y۲)

ẏ = − ۱
۲
y(۱− x۲)



۱۴۹ لیاپانوف تابع با پایداری تعیین .۲ .۶

را لیاپانوف پایداری قضیه شرایط و ͬ گیریم م نظر در را V (x, y) =
۱
۲
(x۲ + y۲) تابع حل.

داریم (x, y) ̸= (۰, ۰) هر برای و V (۰, ۰) = ۰ ثانیاً .V ∈ C ۱ اولا˟ ͬ کنیم. م بررسͬ آن برای

طرفͬ از .V (x, y) > ۰

V̇ = xẋ+ yẏ = −
(
x۲(۱− y۲) + y۲(۱− x۲)

)
.

قوی لیاپانوف تابع ͷی مبدا برای V پس است. V̇ < ۰ آنگاه ،|y| < ۱ و |x| < ۱ اگر بنابراین

مربعͬ ناحیه مبدا جذب دامنه ی همچنین، است. مجانبی پایدار دستگاه برای مبدا و بوده

■ ͬ باشد. م {(x, y) ∈ R۲ : |x| < ۱, |y| < ۱} شͺل

قوی لیاپانوف تابع ͷی V (x, y) = ax۲ + by۲ دهید نشان ،b و a مقادیر تعیین با .۱٩ .۶ مثال

است. مجانبی پایدار مبدا که بͽیرید نتیجه آن از استفاده با و است زیر دستگاه }برای
ẋ = −x− xy۲

ẏ = −y + ۳x۲y

داریم: V تابع برای حل.

V̇ = ۲axẋ+ ۲byẏ = −۲ax۲ − ۲ax۲y۲ − ۲by۲ + ۲bx۲y۲ = −۲ax۲ − ۲by۲ + (۶b− ۲a)x۲y۲.

بود. خواهد منفͬ اکیدا b = ۱ انتخاب با که ،V̇ = −۶bx۲− ۲by۲ آنگاه ،۶b− ۲a = ۰ اگر حال

صورت این در است. مبدا برای قوی لیاپانوف تابع ͷی V تابع ،b = ۱ و a = ۳ برای پس

■ است. R۲ کل آن جذب دامنه ی و است مجانبی پایدار شده داده دستگاه برای مبدا

کنید. بررسͬ زیر دستگاه برای را مبدا پایداری .۲۰ .۶ مثال
ẋ = −۲y + yz

ẏ = ۲x− xz

ż = xy

با است برابر مبدا در دستگاه این ͬ سازی خط ماتریس حل.

Df(۰, ۰, ۰) =

۰ −۲ ۰
۲ ۰ ۰
۰ ۰ ۰

 =⇒ λ۱,۲ = ۰± ۲i, λ۳ = ۰.
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قضیه از ͬ توان نم پس است. غیرهذلولوی تعادل نقطه ͷی دستگاه این برای مبدا بنابراین

آن برای مناسب لیاپانوف تابع ͷی ͬ کنیم م سعͬ اینجا در کرد. استفاده ‐گرابمن هارتمن

ͬ دهیم: م قرار منظور، این برای بسازیم.

V (x, y, z) := ax۲ + by۲ + cz۲,

V̇ = ۲axẋ+ ۲byẏ + ۲czż = (۴b− ۴a)xy + (۲a− ۲b+ ۲c)xyz,

که ͬ کنیم م انتخاب طوری را c, b, a مثبت مقادیر }و
۴b− ۴a = ۰ =⇒ a = b

۲a− ۲b+ ۲c = ۰ =⇒ c = ۰
=⇒ a = b = ۱, c = ۰.

بوده ضعیف لیاپانوف تابع ͷی مبدا برای V (x, y, z) = x۲ + y۲ تابع پس .V̇ = ۰ نتیجه، در

■ است. لیاپانوف پایدار شده، داده دستگاه برای مبدا تعادل نقطه و

بررسͬ زیر دستگاه برای را مبدا پایداری مناسب، لیاپانوف تابع ͷی از استفاده با .۲۱ .۶ مثال

بیابید. را آن جذب دامنه ی و }کرده
ẋ = y − x۳

ẏ = −۲(x۳ + y۳)

برای و V (۰, ۰) = ۰ ثانیاً .V ∈ C ۱ اولا˟ ͬ گیریم. م نظر در را V (x, y) = x۴ + y۴ تابع حل.

طرفͬ از داراست. را لیاپانوف تابع شرایط V تابع پس .V (x, y) > ۰ داریم (x, y) ̸= (۰, ۰) هر

V̇ = ۴x۳ẋ+ ۲yẏ = −۴(x۶ + y۴) < ۰, ∀ (x, y) ∈ R۲ \ {(۰, ۰)}.

مجانبی پایدار نظر مورد دستگاه برای مبدا و بوده قوی لیاپانوف تابع ͷی مبدا برای V بنابراین

■ است. R۲ کل آن جذب دامنه ی همچنین، است.

بررسͬ زیر دستگاه برای را مبدا پایداری مناسب، لیاپانوف تابع ͷی از استفاده با .۲۲ .۶ مثال

}کنید.
ẋ = −y۳

ẏ = x۳



۱۵۱ ناپایدار و پایدار منیفلدهای .۳ .۶

برای و V (۰, ۰) = ۰ ثانیاً .V ∈ C ۱ اولا˟ ͬ گیریم. م نظر در را V (x, y) = x۴ + y۴ تابع حل.

طرفͬ از داراست. را لیاپانوف تابع شرایط V تابع پس .V (x, y) > ۰ داریم (x, y) ̸= (۰, ۰) هر

V̇ = ۴x۳ẋ+ ۲yẏ = −۴x۳y۳ + ۴x۳y۳ = ۰.

با واقع، در است. لیاپانوف پایدار مبدا و بوده ضعیف لیاپانوف تابع ͷی مبدا برای V پس

■ است. مرکز ͷی مبدا که ͬ بینیم م دستگاه، حل

ناپایدار و پایدار منیفلدهای ۳ .۶

دیفرانسیل معادلات از ẋ = f(x) غیرخطͬ دستگاه های موضعͬ نظریه مطالعه به بخش این در

اساسͬ قضیه در است. Rn از باز زیرمجموعه ی ͷی E و f : E → Rn آن در که ͬ پردازیم م

دارای ẋ = f(x) غیرخطͬ دستگاه آنگاه ،f ∈ C ۱(E) اگر که دیدیم جواب، یͺتایی و وجود

وجود ماگزیمال زمانͬ بازه ͷی در که است x۰ ∈ E نقطه هر از گذرا یͺتا جواب ͷی

حل ͬ توان نم را ẋ = f(x) غیرخطͬ دستگاه کلͬ، طور به است. شده تعریف (α, β) ⊆ R

جواب ها موضعͬ رفتار مورد در کیفͬ اطلاعات زیادی مقدار ͬ توان م وجود، این با اما کرد؛

نشان که ͬ کنیم م بیان را پایدار منیفلد قضیه اینجا، در هارتمن‐گرابمن). (قضیه آورد بدست

x⋆ هذلولوی تعادل نقطه ͷی ͬͺنزدی در ẋ = f(x) غیرخطͬ دستگاه موضعͬ رفتار ͬ دهد م

مبدا ͬͺنزدی در ẋ = Ax خطͬ دستگاه موضعͬ رفتار توسط معمولا ،f(x⋆) = ۰ آن در که

است. x⋆ نقطه در f مشتق A = Df(x⋆) آن در که ͬ شود م تعیین

خطͬ دستگاه از Ec مرکزی و ،Eu ناپایدار ،Es پایدار زیرفضاهای که دیدیم ۴ فصل در

φt غیرخطͬ جریان برای مشابهͬ نتیجه هستند. پایا φt = eAt خطͬ جریان تحت ẋ = Ax

است. برقرار ẋ = f(x) دستگاه از

که بͽیرید نظر در را f(x) =

[
−x۱

x۲ + x۲
۱

]
با ẋ = f(x) غیرخطͬ دستگاه مثال، عنوان به



غیرخطͬ خودگردان دستگاه های .۶ فصل ۱۵۲

است: زیر صورت به x(۰) = c اولیه شرط با آن جواب

x = φt(c) = φ(t, c) =

[
c۱e

−t

c۲e
t +

c۲۱
۳ (e

t − e−۲t)

]
.

مجموعه های که ͬ دهیم م نشان حال

S = {x ∈ R۲ : x۲ = −x
۲
۱

۳
}, U = {x ∈ R۲ : x۱ = ۰},

نتیجه در و c۲ = − c۲۱
۳ آنگاه ،c ∈ S اگر هستند. پایا φt جریان تحت

φt(c) =

[
c۱e

−t

− c۲۱
۳ e

−۲t

]
∈ S.

فاز نمای .t ∈ R هر برای φt(U) ⊂ U مشابه، نحو به .t ∈ R هر برای φt(S) ⊂ S بنابراین،

است. شده رسم ؟؟ شͺل در غیرخطͬ دستگاه این

ẋ = f(x) =

 −x۱
−x۲ + x۲

۱
x۳ + x۲

۱

 غیرخطͬ دستگاه برای را φt : R۳ → R۳ جریان .۲۳ .۶ مثال

مجموعه ها ی که دهید نشان و کنید تعیین

S = {x ∈ R۳ : x۳ = − ۱
۳
x۲
۱}, U = {x ∈ R۳ : x۱ = x۲ = ۰}

کنید. رسم را معادله فاز نمای سپس هستند. پایا φt جریان تحت

است: زیر صورت به x(۰) = c اولیه شرط با ẋ = f(x) معادله جواب حل.

x۱(t) = c۱e
−t,

x۲(t) = c۲e
−t + c۲۱ (e

−t − e−۲t) = (c۲ + c۲۱ )e
−t − c۲۱e

−۲t,

x۳(t) = c۳e
t +

c۲۱
۳
(et − e−۲t) = (c۳ +

c۲۱
۳
)et − c۲۱

۳
e−۲t.

بنابراین،

lim
t→+∞

φt(c) = ۰ ⇐⇒ c۳ +
c۲۱
۳

= ۰ and lim
t→−∞

φt(c) = ۰ ⇐⇒ c۱ = c۲ = ۰.



۱۵۳ ناپایدار و پایدار منیفلدهای .۳ .۶

نتیجه، در

S = {c ∈ R۳ | c۳ = − ۱
۳
c۲۱}, U = {c ∈ R۳ | c۱ = c۲ = ۰}.

؟؟ شͺل در معادله فاز نمای .t ∈ R هر برای φt(U) ⊂ U و φt(S) ⊂ S که است روشن

■ است. شده رسم

پایدار منیفلد قضیه ۱ .۳ .۶

معمولͬ دیفرانسیل معادلات موضعͬ کیفͬ نظریه در نتایج مهمترین از ͬͺی پایدار منیفلد قضیه

دستگاه ،x⋆ مانند هذلولوی تعادل نقطه ͷی ͬͺنزدی در که ͬ دهد م نشان قضیه این است.

خطͬ فضاهای زیر به مماس U و S ناپایدار و پایدار منیفلدهای دارای ẋ = f(x) غیرخطͬ

.A = Df(x⋆) آن در که است ẋ = Ax شده خطͬ دستگاه از x⋆ در Eu و Es ناپایدار و پایدار

بطور φt تحت ترتیب به U و S آنگاه باشد، غیرخطͬ دستگاه جریان φt اگر این، بر علاوه

ͬ کنند: م صدق زیر شرایط در و هستند پایا منفͬ بطور و مثبت

۱) lim
t→+∞

φt(c) = x⋆, ∀ c ∈ S and ۲) lim
t→−∞

φt(c) = x⋆, ∀ c ∈ U.

تغییر با آنگاه نباشد، چنین اگر دارد. قرار مبدا در x⋆ تعادل نقطه که است این بر فرض

داد. انتقال مبدا به را x⋆ تعادل نقطه ͬ توان م x = x⋆ + y آفین مختصات

باشد، مبدا شامل Rn از باز زیرمجموعه ͷی E کنید فرض پایدار) منیفلد (قضیه .۲۴ .۶ قضیه

فرض باشد. ẋ = f(x) غیرخطͬ دستگاه جریان φt کنید فرض و ،f ∈ C ۱(E) کنید فرض

مقدار n− k و منفͬ حقیقͬ قسمت با ویژه مقدار k دارای Df(۰) اینکه و f(۰) = ۰ که کنید

مماس S k‐بعدی مشتق پذیر منیفلد ͷی صورت این در است. مثبت حقیقͬ قسمت با ویژه

هر برای که طوری به دارد وجود ۰ در ẋ = Df(۰)x خطͬ دستگاه از Es پایدار فضای زیر به
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،x۰ ∈ S هر برای و φt(S) ⊂ S ،t ≥ ۰

lim
t→+∞

φt(x۰) = ۰;

ẋ = Df(۰)x از Eu ناپایدار فضای زیر به مماس U −n)‐بعدی k) مشتق پذیر منیفلد ͷی و

،x۰ ∈ U هر برای و φt(U) ⊂ U ،t ≤ ۰ هر برای که طوری به دارد وجود ۰ در

lim
t→−∞

φt(x۰) = ۰.

،f(۰) = ۰ و f ∈ C ۱(E) اگر که ͬ کنیم م ملاحظه قضیه، این از استفاده از قبل .۲۵ .۶ ملاحظه

آن در که نوشت ẋ = Ax+ F (x) صورت به ͬ توان م را ẋ = f(x) دستگاه آنگاه

A = Df(۰), F (x) = f(x)− Ax, F ∈ C ۱(E), F (۰) = ۰, DF (۰) = ۰.

که طوری به دارد وجود n× n معکوس پذیر ماتریس ͷی ،۴ فصل به توجه با

B = C−۱AC =

[
P ۰
۰ Q

]
,

ویژه مقادیر و منفͬ حقیقͬ قسمت دارای P ماتریس از λ۱, . . . , λk ویژه مقادیر آن در که

هستند. مثبت حقیقͬ قسمت دارای Q ماتریس از λk+۱, . . . , λn

ͬ شود م تبدیل ẏ = By + G(y) دستگاه به ẋ = Ax + F (x) دستگاه ،x = Cy دادن قرار با

آن در که

G(y) = C−۱F (Cy) ∈ C ۱(Ẽ) with Ẽ = C−۱(E).

دارند وجود Ψj(y۱, . . . , yk) مشتق پذیر بار (n− k) توابع که شد خواهد داده نشان اثبات در

معادلات که طوری به

yj = Ψj(y۱, . . . , yk), j = k + ۱, . . . , n

منیفلد صورت، این در ͬ کنند. م تعریف y فضای در S̃ k‐بعدی مشتق پذیر منیفلد ͷی

ͬ آید. م بدست S̃ از x = Cy خطͬ مختصات تغییر با x فضای در S مشتق پذیر
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غیرخطͬ دستگاه .۲۶ .۶ مثال

ẋ۱ = x۱ + ۶x۲ + x۱x۲
ẋ۲ = ۴x۱ + ۳x۲ − x۲

۱

آن در که بنویسید ẏ = By +G(y) صورت به را

B =

[
λ۱ ۰
۰ λ۲

]
, λ۱ < ۰ < λ۲,

است. دوم درجه y۲ و y۱ برحسب G(y) و

ترتیب، به که ͬ کنیم، م مشخص را فوق دستگاه غیرخطͬ و خطͬ قسمت های ابتدا حل.

از عبارتند

A =

[
۱ ۶
۴ ۳

]
, F (x) =

[
x۱x۲
−x۲

۱

]
.

ͬ کنیم. م مشخص را A جردن فرم ،A ماتریس ویژه بردارهای و ویژه مقادیر یافتن با اکنون

از عبارتند آنها با متناظر ویژه بردارهای و ویژه مقادیر

λ۱,۲ =
tr(A)∓

√
tr(A)۲ − ۴ det(A)

۲
=

۴∓
√

۱۶− ۴(−۲۱)
۲

=
۴∓ ۱۰

۲
.

=⇒ λ۱ = −۳ < ۰, λ۲ = ۷ > ۰, V۱ =

[
−۳
۲

]
, V۲ =

[
۱
۱

]
.

نتیجه، در

B =

[
−۳ ۰
۰ ۷

]
, C =

[
−۳ ۱
۲ ۱

]
, C−۱ =

۱
۵

[
−۱ ۱
۲ ۳

]
.

مطلوب صورت به نظر مورد دستگاه تا ͬ کنیم م استفاده x = Cy خطͬ متغیر تغییر از اکنون

گیرد). قرار جردن فرم در (یعنͬ شود نوشته

y = C−۱x =⇒ ẏ = C−۱ẋ = C−۱(Ax+ F (x)) = C−۱(ACy + F (Cy))

= C−۱ACy + C−۱F (Cy)

= By +G(y),



غیرخطͬ خودگردان دستگاه های .۶ فصل ۱۵۶

آن در که

G(y) = C−۱F (Cy) = C−۱F (−۳y۱ + y۲, ۲y۱ + y۲) =
۱
۵

[
−۱ ۱
۲ ۳

] [
(−۳y۱ + y۲)(۲y۱ + y۲)

−(−۳y۱ + y۲)
۲

]
=

۱
۵

[
−۳y۲۱ + ۷y۱y۲ − ۲y۲۲
−۳۹y۲۱ + ۱۶y۱y۲ − y۲۲

]
.

داریم y فضای در Ũ و S̃ ۱‐بعدی مشتق پذیر منیفلدهای برای حال

S̃ : y۲ = Ψ۲(y۱) = a۲y
۲
۱ + a۳y

۳
۱ + . . . =

۳
۵
y۲۱ −

۳۳
۲۰۰
y۳۱ +

۳۸۱
۳۸۰۰

y۴۱ + . . . ,

Ũ : y۱ = Ψ۱(y۲) = b۲y
۲
۲ + b۳y

۳
۲ + . . . = − ۲

۸۵
y۲۲ −

۳
۱۷۰۰

y۳۲ −
۱۰۷

۴۴۷۹۵۰
y۴۲ + . . . .

■

بͽیرید: نظر در را زیر غیرخطͬ دستگاه .۲۷ .۶ مثال

{
ẋ۱ = −x۱ − x۲

۲
ẋ۲ = x۲ + x۲

۱

صورت، این در

S : x۲ = Ψ۲(x۱) = − ۱
۳
x۲
۱ +O(x۵

۱ ), U : x۱ = Ψ۱(x۲) = − ۱
۳
x۲
۲ +O(x۵

۲).

تبدیل تحت فوق دستگاه که کنید توجه

(t, x۱, x۲) → (−t, x۲, x۱)

تبدیل اعمال با بنابراین، ͬ کند. نم تغییر یعنͬ است، پایا

(x۱, x۲) → (x۲, x۱)

است. شده رسم ؟؟ شͺل در معادله موضعͬ فاز نمای ͬ آید. م بدست U معادله S روی



۱۵۷ تمرینات .۴ .۶

تمرینات ۴ .۶

کنید: محاسبه را زیر تابع مشتق (الف) .۱

f(x) =

 x۱ + x۱x
۲
۲ + x۱x

۲
۳

−x۱ + x۲ − x۲x۳ + x۱x۲x۳
x۲ + x۳ − x۲

۱

 .
کنید. محاسبه نقاط این در را یاکوبی ماتریس و بیابید را فوق تابع صفرهای (ب)

را زین) یا منبع (چاه، آنها نوع و تعادل نقاط هارتمن‐گرابمن، قضیه از استفاده با .۲

هرگاه کنید مشخص ẋ = f(x) غیرخطͬ دستگاه های برای

(a) f(x) =

[
x۱ − x۱x۲
x۲ − x۲

۱

]
(b) f(x) =

[
−۴x۲ + ۲x۱x۲ − ۸

۴x۲
۲ − x۲

۱

]

(c) f(x) =

[
۲x۱ − ۲x۱x۲

۲x۲ − x۲
۱ + x۲

۲

]
(d) f(x) =

 x۲ − x۱
kx۱ − x۲ − x۱x۳

x۱x۲ − x۳

 .
کنید: رسم را زیر معادلات دستگاه فاز نمای قطبی، مختصات تغییر از استفاده با .۳

۱)
{
ẋ = −y + x(۱− x۲ − y۲)۲,
ẏ = x+ y(۱− x۲ − y۲)۲.

۲)
{
ẋ = −y + x(۱− x۲ − y۲)(۴− x۲ − y۲),
ẏ = x+ y(۱− x۲ − y۲)(۴− x۲ − y۲).

۳)

 ẋ = −y + x(x۲ + y۲) sin ۱√
x۲+y۲

,

ẏ = x+ y(x۲ + y۲) sin ۱√
x۲+y۲

.

۴)
{
ẋ = −y

√
x۲ + y۲,

ẏ = x
√
x۲ + y۲.

در که ،V (x۱, x۲) = ax۲
۱ + ۲bx۱x۲ + cx۲

۲ دوم درجه همͽن چندجمله ای که دهید نشان .۴

نقاط در و است صفر مبدا در (یعنͬ است اکید مثبت هستند، حقیقͬ اعداد a, b, c آن

.ac− b۲ > ۰ و a > ۰ اگر تنها و اگر است) مثبت دیͽر



غیرخطͬ خودگردان دستگاه های .۶ فصل ۱۵۸

مبدا پایداری نوع مناسب، دوم درجه لیاپانوف توابع از استفاده با زیر، دستگاه سه برای .۵

کنید: تعیین را

(i) ẋ۱ = −x۳
۱ + x۱x

۲
۲, ẋ۲ = −۲x۲

۱x۲ − x۳
۲ .

(ii) ẋ۱ = −x۳
۱ + ۲x۳

۲ , ẋ۲ = −۲x۱x
۲
۲.

(iii) ẋ۱ = x۳
۱ − x۳

۲ , ẋ۲ = x۱x
۲
۲ + ۲x۲

۱x۲ + x۳
۲ .

معادلات دستگاه .۶

ẋ۱ = x۲ − x۱ f(x۱, x۲)
ẋ۲ = −x۱ − x۲ f(x۱, x۲)

استفاده با است. C ۱ کلاس از مقدار حقیقͬ تابع ͷی f آن در که بͽیرید نظر در را

باشد، f > ۰ مبدا، از باز ͬͽهمسای ͷی در اگر که دهید نشان دوم، درجه تابع ͷی از

نوع آنگاه باشد، f < ۰ مبدا، ͬͽهمسای ͷی در اگر است. مجانبی پایدار مبدا آنگاه

چیست؟ مبدا پایداری

بحرانͬ نقطه ͷی دارای x̄ نقطه در که است C ۱ تابع ͷی f : Rn → R کنید فرض .۷

دهید نشان است. f برای اکید موضعͬ ماگزیمم ͷی بحرانͬ نقطه این و است ایزوله

است. F (x) = ∇f(x) گرادیانͬ برداری میدان از مجانبی پایدار تعادل نقطه ͷی x̄

نقطه ͷی دارای x̄ ∈ Rn نقطه در که است C ۱ تابع ͷی f : Rn → R کنید فرض .۸

نشان نیست. f برای موضعͬ ماگزیمم ͷی بحرانͬ نقطه این و است ایزوله بحرانͬ

است. F (x) = ∇f(x) گرادیانͬ برداری میدان از ناپایدار تعادل نقطه ͷی x̄ دهید

برداری میدان برای V = x۲ + ۴y۲ + ۲xy۲ + y۴ تابع دهید نشان .۹

F (x, y) = (−۲xy۲, xy − ۲y)



۱۵۹ تمرینات .۴ .۶

است. قوی) یا (ضعیف لیاپانوف تابع ͷی

تابع از استفاده با .۱۰

V (x۱, x۲) =
۱
۲
(x۲

۱ − x۲
۲),

است: زیر دستگاه ناپایدار تعادل نقطه ͷی مبدا دهید نشان

ẋ۱ = x۳
۱ + x۲

۱x۲
ẋ۲ = −x۲ + x۲

۱

تعیین ẋ = f(x) =

[
−x۱

۲x۲ + x۲
۱

]
غیرخطͬ دستگاه برای را φt : R۲ → R۲ جریان .۱۱

مجموعه ی که دهید نشان و کنید

S = {x ∈ R۲ : x۲ = − ۱
۴
x۲
۱}

کنید. رسم را معادله فاز نمای سپس است. پایا φt جریان به نسبت

آن فاز نمای سپس و کنید تعیین زیر غیرخطͬ دستگاه برای را ϕt : R۳ → R۳ جریان .۱۲

کنید: رسم R۳ فضای در را

ẋ = f(x) =

 x۱ + x۲
۲

x۲ + x۲
۳

−x۳

 .
کنید: مشخص را U و S پایای مجموعه های زیر دستگاه حل با .۱۳

ẋ۱ = −x۱
ẋ۲ = −x۲ + x۲

۱
ẋ۳ = x۳ + x۲

۲

فاز نمای و کنید تعیین زیر غیرخطͬ دستگاه برای را مبدا ناپایدار و پایدار منیفلدهای .۱۴

کنید: رسم را آن

ẋ = x+ ۲y + x۲ − y۲

ẏ = ۳x+ ۴y − ۲xy .



غیرخطͬ خودگردان دستگاه های .۶ فصل ۱۶۰

بͽیرید: نظر در را زیر مسطح دستگاه های .۱۵

(i) ẋ۱ = −x۱, ẋ۲ = x۲ + x۳
۱ .

(ii) ẋ۱ = x۲, ẋ۲ = x۱ + x۳
۱ .

دستگاه برای مبدا ناپایدار و پایدار منیفلدهای است. زینͬ نقطه ͷی مبدا دهید نشان

حول شده خطͬ معادلات فاز نماهای کنید. تعیین را غیرخطͬ همچنین و شده خطͬ

کنید. مقایسه هم با را آنها و کرده رسم را غیرخطͬ معادلات و مبدا

معادلات دستگاه زینͬ نقاط تمامͬ ناپایدار و پایدار منیفلدهای برای تقریب هایی .۱۶

کنید: رسم را فاز نمای آنها ͷکم به و آورید دست به زیر دیفرانسیل

ẋ۱ = ۱− x۱x۲, ẋ۲ = x۱ − x۳
۲ .



۷ فصل

انرژی حافظ دستگاه های و اول انتگرال

همیلتونͬ، دستگاه های به موسوم غیرخطͬ، دستگاه های از خاصͬ نوع مورد در فصل، این در

مطالبی آن، از قبل است. آسان آنها فاز نمای رسم که کرد خواهیم بحث گرادیانͬ، و نیوتنͬ،

ͬ کنیم. م یادآوری را حقیقͬ متغیره چند توابع از

این در باشد. متغیره دو تابعͬ H : R۲ −→ R کنید فرض بحرانͬ) (نقطه .۱ .۷ تعریف

مشتق پذیر (a, b) در H هرگاه گوییم بحرانͬ نقطه ͷی H برای را (a, b) ∈ R۲ نقطه ی صورت،

.∇H(a, b) = ۰ آنگاه بود، مشتق پذیر اگر یا نباشد

و باشد H تابع از بحرانͬ نقطه ͷی (a, b) ∈ R۲ کنید فرض دوم) مشتق (آزمون .۲ .۷ قضیه

ͬ دهیم: م قرار .∇H(a, b) = ۰

∆(a, b) =

∣∣∣∣∣∣
Hxx(a, b) Hxy(a, b)

Hyx(a, b) Hyy(a, b)

∣∣∣∣∣∣ = Hxx(a, b)Hyy(a, b)−H۲
xy(a, b).

صورت، این در

است. مینیمم (a, b) آنگاه ،Hxx(a, b) > ۰ و ∆(a, b) > ۰ اگر .۱

است. ماکزیمم (a, b) آنگاه ،Hxx(a, b) < ۰ و ∆(a, b) > ۰ اگر .۲

است. زینͬ نقطه (a, b) آنگاه ،∆(a, b) < ۰ اگر .۳

۱۶۱



انرژی حافظ دستگاه های و اول انتگرال .۷ فصل ۱۶۲

ندارد. نتیجه ای آزمون آنگاه ،∆(a, b) = ۰ اگر .۴

همیلتونͬ دستگاه های ۱ .۷

بازی زیرمجموعه ی هیچ در که C ۱ کلاس از H : R۲ → R تابع اول) (انتگرال .۳ .۷ تعریف

مسطح دستگاه از اول انتگرال ͷی نیست، ثابت R۲ از

{
ẋ = P (x, y)
ẏ = Q(x, y)

هرگاه ͬ شود، م نامیده

XH = ∇H ·X = P (x, y)
∂H

∂x
+Q(x, y)

∂H

∂y
= ۰,

آن در که

X = P (x, y)
∂

∂x
+Q(x, y)

∂

∂y
.

یعنͬ است، ثابت معادله جواب هر طول در H تابع بنابراین،

H(x(t), y(t)) = H(x(۰), y(۰)) = H(x۰, y۰), ∀ t ∈ R.

زیرا

d

dt
H(x(t), y(t)) =

∂H

∂x
ẋ+

∂H

∂y
ẏ = P (x, y)

∂H

∂x
+Q(x, y)

∂H

∂y
= XH = ۰.

نیست. اول انتگرال دارای زیر خطͬ دستگاه که ͬ دهیم م نشان .۴ .۷ مثال

{
ẋ = −x
ẏ = −y

صورت، این در باشد. دستگاه این برای اول انتگرال ͷی H : R۲ → R کنیم فرض حل.

جواب های تمامͬ و است پیوسته مبدا در H چون است. ثابت معادله جواب هر طول در H



۱۶۳ همیلتونͬ دستگاه های .۱ .۷

است. تناقض در H تعریف با که است ثابت تابعͬ R۲ در H پس ͬ شوند، م مبدا جذب معادله

ͬ توان م (x۰, y۰) ∈ R۲ هر برای ،H وجود صورت در و است پایدار گره ͷی مبدا که کنید توجه

نوشت

H(x۰, y۰) = H(x(t, x۰, y۰), y(t, x۰, y۰)) = lim
t→∞

H(x(t, x۰, y۰), y(t, x۰, y۰)) = H(۰, ۰).

■

کلاس از متغیره دو تابع ͷی H : R۲ −→ R کنید فرض همیلتونͬ) (دستگاه .۵ .۷ تعریف

مسطح دستگاه صورت، این در باشد. C۲
ẋ =

∂H

∂y

ẏ = −∂H
∂x

(۱ .۷)

دستگاه همیلتونͬ تابع را H همچنین و ͬ نامیم م آزادی) درجه ͷی (با همیلتونͬ دستگاه ͷی را

و است فوق دستگاه از اول انتگرال ͷی H : R۲ → R ثابت غیر تابع که است روشن گوییم.

ͬ شوند. م داده H(x, y) = h تراز ͬ های منحن توسط آن مدارهای

یا گره مثل حدی نقاط هستند، H اول انتگرال دارای که همیلتونͬ دستگاه های در .۶ .۷ نکته

باشند. داشته وجود ͬ توانند نم حدی سیͺل های مثل حدی مجموعه های و کانون

بͽیرید: نظر در را زیر دستگاه .۷ .۷ }مثال
ẋ = sin y
ẏ = − sinx

بود. خواهد دستگاه این از همیلتونͬ تابع ͷی H(x, y) = − cos(y)−cos(x) صورت، این در

خواهد زیر صورت به آن همیلتونͬ دستگاه آنگاه ،H(x, y) =
۱
۲
y۲ + xy− ۲x۲ اگر .۸ .۷ مثال

ẋبود: = y + x

ẏ = −y + ۴x



انرژی حافظ دستگاه های و اول انتگرال .۷ فصل ۱۶۴

R۲ از ساده همبند و باز زیرمجموعه ی ͷی E آن در که ،f ∈ C ۱(E) کنید فرض .٩ .۷ قضیه

و اگر است همیلتونͬ دستگاه ͷی E در ẋ = f(x) غیرخطͬ دستگاه صورت، این در است.

.x ∈ E هر برای ∇ · f(x) = div(f)(x) = ۰ اگر تنها

که کنید توجه اول، .f = (f۱, f۲) ͬ دهیم م قرار اثبات.

∇ · f(x) = div(f(x)) =
∂f۱
∂x۱

+
∂f۲
∂x۲

= ۰ =⇒ ∂f۱
∂x۱

= −∂f۲
∂x۲

.

دهید قرار حال

H(x) =

∫ x۲

x۲۰

f۱(x۱, t)dt−
∫ x۱

x۱۰

f۲(s, x۲۰)ds = c+

∫ ۱

۰
(x۲f۱(tx۱, tx۲)− x۱f۲(tx۱, tx۲)) dt,

صورت، این در است. E در دلخواه نقطه ای x۰ = (x۱۰, x۲۰) آن در که

∂H

∂x۲
(x) =

∫ ۱

۰

(
f۱(tx۱, tx۲) + tx۲

∂f۱
∂x۲

(tx۱, tx۲)− tx۱
∂f۲
∂x۲

(tx۱, tx۲)

)
dt

=

∫ ۱

۰

(
f۱(tx۱, tx۲) + tx۲

∂f۱
∂x۲

(tx۱, tx۲) + tx۱
∂f۱
∂x۱

(tx۱, tx۲)

)
dt

=

∫ ۱

۰

(
f۱(tx۱, tx۲) + t

∂

∂t
f۱(tx۱, tx۲)

)
dt

=

∫ ۱

۰

d

dt
(tf۱(tx۱, tx۲)) dt = tf۱(tx۱, tx۲)

∣∣∣۱
۰

= f۱(x۱, x۲).

مشابه، نحو به

∂H

∂x۱
(x) =

∫ ۱

۰

(
tx۲

∂f۱
∂x۱

(tx۱, tx۲)− tx۱
∂f۲
∂x۱

(tx۱, tx۲)− f۲(tx۱, tx۲)

)
dt

=

∫ ۱

۰

(
−tx۲

∂f۲
∂x۲

(tx۱, tx۲)− tx۱
∂f۲
∂x۱

(tx۱, tx۲)− f۲(tx۱, tx۲)

)
dt

= −
∫ ۱

۰

d

dt
(tf۲(tx۱, tx۲)) dt = −tf۲(tx۱, tx۲)

∣∣∣۱
۰

= −f۲(x۱, x۲).

■



۱۶۵ همیلتونͬ دستگاه های .۱ .۷

مساحت حافظ صفحه در همیلتونͬ برداری میدان ͷی توسط شده تولید جریان .۱۰ .۷ نتیجه

است. صفر با متحد آن دیورژانس که چرا است

از تعادل نقطه ͷی (x⋆, y∗) آنگاه باشد، H تابع برای اکسترمم ͷی (x⋆, y∗) اگر .۱۱ .۷ قضیه

زین ͷی H تابع برای (x⋆, y∗) اگر همچنین و بود خواهد همیلتونͬ دستگاه برای مرکز نوع

بود. خواهد زینͬ تعادل نقطه ͷی نیز همیلتونͬ دستگاه برای آنگاه باشد،

بͽیرید: نظر در را زیر دستگاه .۱۲ .۷ ẋمثال = xy − y

ẏ = x+
۱
۲
(x۲ − y۲)

آورید. بدست را آن همیلتونͬ تابع و است همیلتونͬ دستگاه این دهید نشان الف)

کنید. دسته بندی را آن ها و یافته را دستگاه تعادل نقاط ب)

کنید. رسم را دستگاه فاز نمای ج)

ͬ دهیم م قرار حل.

F (x, y) =

[
f۱(x, y)
f۲(x, y)

]
=

[
xy − y

x+
۱
۲
(x۲ − y۲)

]
=⇒ divF = y − y = ۰.

۹ .۷ قضیه از ͬ توانیم م همیلتونͬ، تابع تعیین برای است. همیلتونͬ فوق دستگاه بنابراین،

بنویسیم: و کنیم استفاده

H(x, y) = y

∫ ۱

۰
f۱(tx, ty)dt− x

∫ ۱

۰
f۲(tx, ty)dt

= y

∫ ۱

۰
(t۲xy − ty)dt− x

∫ ۱

۰
(tx+

t۲

۲
(x۲ − y۲))dt

= y(
۱
۳
xy − ۱

۲
y)− x(

۱
۲
x+

۱
۶
(x۲ − y۲))

=
۱
۲
y۲(x− ۱)− ۱

۲
x۲ − ۱

۶
x۳.



انرژی حافظ دستگاه های و اول انتگرال .۷ فصل ۱۶۶

ͬ آوریم: م بدست را هستند H تابع بحرانͬ نقاط همان که همیلتونͬ دستگاه تعادل نقاط حال
∂H

∂y
= ۰ =⇒ y(x− ۱) = ۰ =⇒

{
y = ۰
x = ۱

∂H

∂x
= ۰ =⇒ − x− ۱

۲
(x۲ − y۲) = ۰ =⇒

{
if y = ۰ then x = ۰ یا x = −۲
if x = ۱ then y = ±

√
۳

از: عبارت اند H تابع بحرانͬ نقاط

p۱ = (۰, ۰), p۲ = (−۲, ۰), p۳ = (۱,
√
۳), p۴ = (۱,−

√
۳).

از کدام هر برای صورت، این در .∆(x, y) =

∣∣∣∣Hxx Hxy

Hyx Hyy

∣∣∣∣ = HxxHyy −H۲
xy ͬ دهیم م قرار

داشت: خواهیم فوق نقاط

∆(p۱) > ۰, ∆(p۲) < ۰, ∆(p۳) < ۰, ∆(p۴) < ۰.

هستند. همیلتونͬ دستگاه زینͬ نقاط p۲, p۳, p۴ و مرکز ͷی p۱ نتیجه، در

در و دارند قرار تراز مجموعه ͷی در نقاط این ،H(p۲) = H(p۳) = H(p۴) که آنجایی از

کافͬ نیز مسیر ها جهت تعیین برای ͬ شوند. م متصل هم به آنها از گذرنده مسیر فاز نمای

،ẋ > ۰ داریم همواره ،x > ۱ و y > ۰ برای ،ẋ = y(x − ۱) معادله ی در که کنید توجه است

مشخص جهت این تبع به نیز جهت ها سایر لذا و است افزایشͬ x ناحیه این در یعنͬ این و

■ است. ۷. ۱آ شͺل به دستگاه این فاز نمای ͬ شوند. م

نیوتنͬ دستگاه های ۲ .۷

ͬ پردازیم. م نیوتنͬ دستگاه های یعنͬ همیلتونͬ، دستگاه های از خاصͬ حالت به بخش، این در

است: زیر شͺل به نیوتنͬ دستگاه ͷی

{
ẋ = y
ẏ = −f(x) (۲ .۷)



۱۶۷ نیوتنͬ دستگاه های .۲ .۷

همیلتونͬ تابع نمودار (ب) همیلتونͬ دستگاه فاز نمای (آ)

۱۲ .۷ مثال همیلتونͬ تابع نمودار و فاز نمای :۱ .۷ شͺل

همیلتونͬ تابع ͬ آید. م بدست ẍ + f(x) = ۰ نیوتنͬ دیفرانسیل معادله روی از دستگاه این

است: زیر شͺل به فوق دستگاه

H(x, y) =
۱
۲
y۲ +

∫ x

۰
f(s)ds =

۱
۲
y۲ + u(x); u(x) =

∫ x

۰
f(s)ds.

تابع

u(x) =

∫ x

۰
f(s)ds

y = ۰ خط روی نیوتنͬ دستگاه ͷی تعادل نقاط که است واضح ͬ نامند. م پتانسیل تابع را

به تیلور بسط از استفاده با هستند. u(x) پتانسیل تابع بحرانͬ نقاط با متناظر و دارند قرار

مینیمم نقاط زینͬ، تعادل نقاط با متناظر پتانسیل تابع ماگزیمم نقاط که دید ͬ توان م راحتͬ

با متناظر پتانسیل تابع افقͬ عطف نقاط و مرکز نوع از تعادل نقاط با متناظر پتانسیل تابع

کنید. توجه ؟؟ شͺل های به هستند. گوشه نوع از تعادل نقاط

صورت، این در باشد. u(x) تابع از بحرانͬ نقطه ͷی x⋆ کنید فرض .۱۳ .۷ قضیه

است. (۲ .۷) برای مرکز تعادل نقطه ͷی (x⋆, ۰) آنگاه باشد، مینیمم u(x) برای x⋆ اگر .۱

است. (۲ .۷) برای زینͬ تعادل نقطه ͷی (x⋆, ۰) آنگاه باشد، ماکزیمم u(x) برای x⋆ اگر .۲



انرژی حافظ دستگاه های و اول انتگرال .۷ فصل ۱۶۸

گوشه تعادل نقطه ͷی (x⋆, ۰) آنگاه باشد، افقͬ عطف نقطه ͷی u(x) برای x⋆ اگر .۳

است. (۲ .۷) برای

کنید. رسم را زیر نیوتنͬ دستگاه های از ͷی هر فاز نمای .۱۴ .۷ مثال

۱.
{
ẋ = y

ẏ = − sinx

داریم: اول مرحله در حل.

u(x) =

∫ x

۰
sin s ds = ۱− cosx.

از بود. خواهد H(x, y) =
۱
۲
y۲ + ۱ − cosx با برابر دستگاه همیلتونͬ تابع نتیجه، در

بدست زیر طریق به هستند u(x) بحرانͬ نقاط همان که دستگاه تعادل نقاط طرفͬ،

ͬ آیند: م

u′(x) = ۰ =⇒ sinx = ۰ =⇒ x = nπ.

u′′(x) = cos x =⇒ u′′(nπ) = cos(nπ) = (−۱)n.

نقاط فرد، nهای برای و مرکز زوج، nهای برای (x, y) = (nπ, ۰) نقاط نتیجه، در

هم به نقاط این از گذرنده مدارهای ،H(−π, ۰) = H(π, ۰) که آنجایی از هستند. زینͬ

در ͬ باشد. م ساعتگرد مسیرها جهت پس ،ẋ > ۰ ،y > ۰ برای چون و ͬ شوند م متصل

■ بود. خواهد ۲ .۷ شͺل به دستگاه این فاز نمای نهایت،

۲.
{
ẋ = y

ẏ = x+ x۲

داریم: اول مرحله در حل.

u(x) = −
∫ x

۰
(s+ s۲)ds = − ۱

۲
x۲ − ۱

۳
x۳.



۱۶۹ نیوتنͬ دستگاه های .۲ .۷

۱ قسمت ۱۴ .۷ مثال نیوتنͬ دستگاه فاز نمای :۲ .۷ شͺل

از بود. خواهد H(x, y) =
۱
۲
y۲ − ۱

۲
x۲ − ۱

۳
x۳ برابر دستگاه همیلتونͬ تابع نتیجه، در

بدست زیر طریق به هستند u(x) بحرانͬ نقاط همان که دستگاه تعادل نقاط طرفͬ،

ͬ آیند: م

u′(x) = ۰ =⇒ − x− x۲ = ۰ =⇒ − x(۱+ x) = ۰ =⇒

{
x = ۰
x = −۱

u′′(x) = −۱− ۲x =⇒

{
u′′(۰) = −۱
u′′(−۱) = ۱

برای چون ͬ باشد. م زینͬ نقطه ͷی (۰, ۰) نقطه و مرکز ͷی (−۱, ۰) نقطه نتیجه، در

دستگاه این فاز نمای نهایت، در ͬ باشد. م ساعتگرد مدارها جهت پس ،ẋ > ۰ ،y > ۰

■ بود. خواهد ۳ .۷ شͺل به

۳.
{
ẋ = y

ẏ = x۳ − x

داریم: اول مرحله در حل.

u(x) = −
∫ x

۰
(s۳ − s)ds = − ۱

۴
x۴ +

۱
۲
x۲.

بود. خواهد H(x, y) =
۱
۲
y۲ − ۱

۴
x۴ − ۱

۲
x۲ صورت به دستگاه همیلتونͬ تابع نتیجه، در

زیر محاسبات با هستند u(x) بحرانͬ نقاط همان که دستگاه تعادل نقاط طرفͬ، از



انرژی حافظ دستگاه های و اول انتگرال .۷ فصل ۱۷۰

۲ قسمت ۱۴ .۷ مثال نیوتنͬ دستگاه فاز نمای :۳ .۷ شͺل

ͬ شوند: م تعیین

u′(x) = ۰ =⇒ − x۳ + x = ۰ =⇒ − x(−x۲ + ۱) = ۰ =⇒

{
x = ۰
x = ±۱

u′′(x) = ۱− ۳x۲ =⇒

{
u′′(۰) = ۱
u′′(±۱) = −۲

H(−۱, ۰) = که آنجایی از ͬ باشند. م زینͬ نقاط (±۱, ۰) و مرکز ͷی (۰, ۰) نقطه نتیجه، در

جهت قبل، همانند و ͬ شوند م متصل هم به نقاط این از گذرنده مسیرهای ،H(۱, ۰)

بود. خواهد ۴ .۷ شͺل به دستگاه این فاز نمای نهایت، در ͬ باشد. م ساعتگرد مسیرها

■

۳ قسمت ۱۴ .۷ مثال نیوتنͬ دستگاه فاز نمای :۴ .۷ شͺل

۴.
{
ẋ = y

ẏ = x− x۳



۱۷۱ نیوتنͬ دستگاه های .۲ .۷

داریم: اول مرحله در حل.

u(x) = −
∫ x

۰
(s− s۳)ds = − ۱

۲
x۲ +

۱
۴
x۴.

بود. خواهد H(x, y) =
۱
۲
y۲ − ۱

۲
x۲ +

۱
۴
x۴ صورت به دستگاه همیلتونͬ تابع نتیجه، در

زیر محاسبات با هستند u(x) بحرانͬ نقاط همان که دستگاه تعادل نقاط طرفͬ، از

ͬ آیند: م بدست

u′(x) = ۰ =⇒ − x+ x۳ = ۰ =⇒ − x(۱− x۲) = ۰ =⇒

{
x = ۰
x = ±۱

u′′(x) = −۱+ ۳x۲ =⇒

{
u′′(۰) = −۱
u′′(±۱) = ۲

این فاز نمای بنابراین، ͬ باشند. م مرکز نقاط (±۱, ۰) و زین ͷی (۰, ۰) نقطه  نتیجه، در

■ بود. خواهد ۵ .۷ شͺل به دستگاه

۴ قسمت ۱۴ .۷ مثال نیوتنͬ دستگاه فاز نمای :۵ .۷ شͺل

۵.
{
ẋ = y

ẏ = −x(x− ۱)۲

داریم: اول مرحله در حل.

u(x) =

∫ x

۰
s(s−۱)۲ds =

∫ x

۰
(s۳−۲s۲+s)ds = (

۱
۴
s۴− ۲

۳
s۳+

۱
۲
s۲)
∣∣∣x
۰
=

۱
۴
x۴− ۲

۳
x۳+

۱
۲
x۲.



انرژی حافظ دستگاه های و اول انتگرال .۷ فصل ۱۷۲

خواهد H(x, y) =
۱
۲
y۲+

۱
۴
x۴− ۲

۳
x۳+

۱
۲
x۲ صورت به دستگاه همیلتونͬ تابع نتیجه، در

محاسبات با هستند u(x) بحرانͬ نقاط همان که دستگاه تعادل نقاط طرفͬ، از بود.

ͬ آیند: م بدست زیر

u′(x) = ۰ =⇒ x(x− ۱)۲ = ۰ =⇒

{
x = ۰
x = ۱

u′′(x) = −۱+ ۳x۲ =⇒

{
u′′(۰) = ۱
u′′(۱) = ۰

فاز نمای بنابراین، ͬ باشد. م گوشه ͷی (۱, ۰) نقطه و مرکز ͷی (۰, ۰) نقطه  نتیجه، در

■ بود. خواهد ۶ .۷ شͺل به دستگاه این

۵ قسمت ۱۴ .۷ مثال نیوتنͬ دستگاه فاز نمای :۶ .۷ شͺل

گرادیانͬ دستگاه های ۳ .۷

بخش این در که هستند گرادیانͬ دستگاه های غیرخطͬ، دستگاه های از دیͽری خاص نوع

ͬ کنیم. م صحبت آنها پیرامون

مشتق پذیر متغیره دو تابع ͷی V : R۲ −→ R کنید فرض گرادیانͬ) (دستگاه .۱۵ .۷ تعریف

دستگاه صورت، این در باشد.

Ẋ = −∇V ⇐⇒


ẋ = −∂V

∂x

ẏ = −∂V
∂y

(۳ .۷)



۱۷۳ گرادیانͬ دستگاه های .۳ .۷

ͬ نامیم. م V نظیر گرادیانͬ دستگاه ͷی را

عمودند. هم بر ،H تابع نظیر گرادیانͬ دستگاه و همیلتونͬ دستگاه مدارهای .۱۶ .۷ لم

اگر عمودند. هم بر آنها با متناظر برداری میدان های دهیم نشان است کافͬ اثبات.

نظیر گرادیانͬ میدان (−Hx,−Hy) و H همیلتونͬ تابع به نظیر همیلتونͬ میدان (Hy,−Hx)

زیرا است صفر برابر آنها داخلͬ ضرب آنگاه باشد، H تابع به

[
Hy

−Hx

]
.

[
−Hx

−Hy

]
= −HxHy +HxHy = ۰.

■

فرض هستند. V تابع بحرانͬ نقاط نظیر (۳ .۷) گرادیانͬ دستگاه تعادل نقاط .۱۷ .۷ قضیه

صورت، این در باشد. (۳ .۷) گرادیانͬ دستگاه از ناتباهیده تعادل نقطه ͷی (x⋆, y∗) کنید

(۳ .۷) برای پایدار گره ی ͷی (x⋆, y∗) آنگاه باشد، مینیمم ͷی V برای (x⋆, y∗) اگر .۱

است.

(۳ .۷) برای ناپایدار گره ی ͷی (x⋆, y∗) آنگاه باشد، ماکزیمم ͷی V برای (x⋆, y∗) اگر .۲

است.

برای زینͬ تعادل نقطه ͷی (x⋆, y∗) آنگاه باشد، زینͬ نقطه ͷی V برای (x⋆, y∗) اگر .۳

است. (۳ .۷)

تابع نظیر گرادیانͬ و همیلتونͬ دستگاه های فاز نمای .۱۸ .۷ مثال

V (x, y) =
۱
۲
y۲ − ۱

۴
x۴ +

۱
۲
x۲

کنید. مقایسه هم با و کرده رسم را



انرژی حافظ دستگاه های و اول انتگرال .۷ فصل ۱۷۴

از عبارتند ترتیب، به ،V تابع نظیر گرادیانͬ و همیلتونͬ دستگاه های حل.

همیلتونͬ دستگاه :

{
ẋ = Vy = y

ẏ = −Vx = x۳ − x
گرادیانͬ دستگاه :

{
ẋ = −Vx = x۳ − x

ẏ = −Vy = −y

ͬ آوریم. م بدست را هستند V تابع بحرانͬ نقاط همان که دستگاه ها این تعادل نقاط

y = ۰, x− x۳ = ۰ =⇒ x(۱− x۲) = ۰ =⇒ x = ۰,±۱.

p۱ = (۰, ۰) دوم، مشتق آزمون طبق که هستند تعادل نقاط p۲ = (±۱, ۰) و p۱ = (۰, ۰) بنابراین،

برای p۱ = (۰, ۰) نتیجه، در هستند. زینͬ نقاط V برای p۲ = (±۱, ۰) و مینیمم ͷی V برای

p۲ = (±۱, ۰) نقاط است. پایدار گره  ͷی گرادیانͬ دستگاه برای و مرکز ͷی همیلتونͬ دستگاه

۷ .۷ شͺل به دستگاه دو هر فاز نمای نهایت، در ͬ باشند. م زینͬ نقاط دستگاه دو هر برای نیز

بر گرادیانͬ و همیلتونͬ دستگاه های مدارهای که است واضح شͺل دو این در بود. خواهد

■ عمودند. هم

گرادیانͬ دستگاه (ب) همیلتونͬ دستگاه (آ)

۱۸ .۷ مثال دستگاه های فاز نمای :۷ .۷ شͺل

تمرینات ۴ .۷

کنید: رسم را زیر همیلتونͬ دستگاه های فاز نمای .۱

۱)
{
ẋ = y + y(x۲ + y۲)
ẏ = x− x(x۲ + y۲)

۲)
{
ẋ = y − y۳

ẏ = x− x۳

۳)
{
ẋ = cos y
ẏ = cos x

۴)
{
ẋ = sin x
ẏ = −y cosx



۱۷۵ تمرینات .۴ .۷

کنید: رسم R۲ صفحه در را زیر نیوتنͬ معادلات فاز نمای .۲

۱) ẍ+ x+ x۳ = ۰ ۲) ẍ+ x(۱− x)(λ− x) = ۰, λ ∈ R.

کنید: رسم R۲ فاز صفحه در را زیر گرادیانͬ دستگاه های فاز نمای .۳

۱)
{
ẋ = −۲x(x− ۱)(x− ۱

۲)
ẏ = −y ۲)

{
ẋ = y sinx
ẏ = − cosx

کنید: رسم R۲ فضای در را زیر حاصلضرب دستگاه های فاز نمای .۴

۱)
{
ẋ = x۴ − x۲

ẏ = y۲ − y۴
۲)
{
ẋ = x− x۳

ẏ = y − y۳



انرژی حافظ دستگاه های و اول انتگرال .۷ فصل ۱۷۶



۸ فصل

انشعاب نظریه بر مقدمه ای

ممͺن دستگاه، این در است. پارامتر ͷی µ آن در که بͽیرید نظر در را ẋ = f(x, µ) دستگاه

آنگاه دهد، رخ اتفاق این µ = µ۰ در اگر کند. تغییر نیز تعادل نقاط تعداد ،µ تغییر با است

و ͬ آید م وجود به تعادلͬ نقطه یا µ۰ در حالت این در گوییم. دستگاه انشعاب نقطه ی را µ۰

برای بͽیرید. نظر در را ẋ = x۲ + µ معادله ی مثال، عنوان به ͬ رود. م بین از تعادلͬ نقطه یا

داریم: دستگاه این

f(x, µ) = x۲ + µ = ۰ =⇒


ندارد جواب µ > ۰
x = ۰ µ = ۰
x = ±√

µ µ < ۰

اساس بر دستگاه این فاز نمای همچنین و است دستگاه انشعاب نقطه ͷی µ = ۰ بنابراین

بود. خواهد ۱ .۸ شͺل به f(x, µ)

µ < ۰ (ج) µ = ۰ (ب) µ > ۰ (آ)

ẋ = x۲ + µ دستگاه فاز نمای :۱ .۸ شͺل

۱۷۷
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(µ, x) صفحه  ی در ẋ = f(x, µ) دستگاه تعادل نقاط نمایش انشعاب) (دیاگرام .۱ .۸ تعریف

گوییم. انشعاب دیاگرام را

۲ .۸ شͺل به شد، بررسͬ بالا در که ẋ = x۲ + µ دستگاه انشعاب دیاگرام مثال، عنوان به

بود. خواهد

ẋ = x۲ + µ دستگاه انشعاب دیاگرام :۲ .۸ شͺل

گره‐زینͬ انشعاب ۱ .۰ .۸

x = x⋆ نقطه ی برای انشعاب ͷی µ = µ⋆ در و باشد دستگاه ͷی ẋ = f(x, µ) کنید فرض

هرگاه گوییم گره‐زینͬ انشعاب را µ⋆ صورت، این در دهد. رخ

باشد. دستگاه تعادل نقطه ͷی (x⋆, µ⋆) یعنͬ f(x⋆, µ⋆) = ۰ .۱

باشد. غیرهذلولوی (x⋆, µ⋆) یعنͬ ∂f
∂x

(x⋆, µ⋆) = ۰ .۲

∂f

∂µ
(x⋆, µ⋆) ̸= ۰ .۳

∂۲f

∂x۲ (x
⋆, µ⋆) ̸= ۰ .۴

(چهار است گره‐زینͬ انشعاب ͷی یافتیم، بالا در دستگاه برای که انشعابی مثال، عنوان به

کنید.) بررسͬ آن برای را فوق شرط



۱۷۹

ͷی تحت x = ۰ تعادل نقطه برای µ = ۱ در ẋ = µ− x− e−x دستگاه دهید نشان .۲ .۸ مثال

کنید. رسم را آن انشعاب دیاگرام سپس ͬ گیرد. م قرار گره‐زینͬ انشعاب

ͬ کنیم: م بررسͬ (۰, ۱) نقطه ی برای را گره‐زینͬ انشعاب چهارگانه ی شرایط حل.

f(۰, ۱) = ۰,
∂f

∂x
(۰, ۱) = ۰,

∂f

∂µ
(۰, ۱) = ۱ ̸= ۰,

∂۲f

∂x۲ (۰, ۱) = −۱ ̸= ۰.

انشعاب این دیاگرام ͬ دهد. م رخ گره‐زینͬ انشعاب ͷی µ = ۱ برای x = ۰ در بنابراین،

تقطیع اساس بر مختلف µ های ازای به دستگاه این فاز نمای همچنین، است. ۳ .۸ شͺل به

■ است. آمده ۴ .۸ شͺل در نمودار ها

۲ .۸ مثال انشعاب دیاگرام :۳ .۸ شͺل

µ > ۱ (ج) µ = ۱ (ب) µ < ۱ (آ)

۲ .۸ مثال فاز نمای :۴ .۸ شͺل
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پایداری تبادل انشعاب ۲ .۰ .۸

x = x⋆ نقطه ی برای انشعاب ͷی µ = µ⋆ در و باشد دستگاه ͷی ẋ = f(x, µ) کنید فرض

هرگاه گوییم پایداری تبادل انشعاب نقطه را µ⋆ صورت، این در دهد. رخ

باشد. دستگاه تعادل نقطه ͷی (x⋆, µ⋆) یعنͬ f(x⋆, µ⋆) = ۰ .۱

باشد. غیرهذلولوی (x⋆, µ⋆) یعنͬ ∂f
∂x

(x⋆, µ⋆) = ۰ .۲

∂f

∂µ
(x⋆, µ⋆) = ۰ .۳

∂۲f

∂x∂µ
(x⋆, µ⋆) ̸= ۰ .۴

∂۲f

∂x۲ (x
⋆, µ⋆) ̸= ۰ .۵

قرار پایداری تبادل انشعاب ͷی تحت ẋ = µ lnx + x − ۱ دستگاه دهید نشان  .۳ .۸ مثال

ͬ گیرد. م

ͬ دهیم: م قرار منظور، این برای ͬ آوریم. م بدست را انشعاب نقطه ی ابتدا حل.
(۱) f(x, µ) = µ lnx+ x− ۱ = ۰

(۲)
∂f

∂x
(x, µ) =

µ

x
+ ۱ = ۰ =⇒ µ = −x

شرایط حال .µ = −۱ ͬ شود م نتیجه اینجا از و x = ۱ داشت خواهیم ،(۱) در (۲) جایͽذاری با

ͬ کنیم. م بررسͬ (۱,−۱) نقطه ی در نظر مورد دستگاه برای را پایداری تبادل انشعاب پنج گانه ی

که دید ͬ توان م راحتͬ به همچنین، .f(۱,−۱) = ۰ که است واضح اولا˟

∂f

∂x
(۱,−۱) = ۰,

∂f

∂µ
(۱,−۱) = ۰,

∂۲f

∂x۲ (۱,−۱) = ۱ ̸= ۰,
∂۲f

∂x∂µ
(۱,−۱) = ۱ ̸= ۰.

ͷی ،µ = −۱ برای x = ۱ در بنابراین، برقرارند. پایداری تبادل انشعاب شرایط تمامͬ پس

نمای همچنین، است. ۵ .۸ شͺل به انشعاب این دیاگرام ͬ دهد. م رخ پایداری تبادل انشعاب
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۳ .۸ مثال انشعاب دیاگرام :۵ .۸ شͺل

µ > −۱ (ج) µ = −۱ (ب) µ < −۱ (آ)

۳ .۸ مثال فاز نمای :۶ .۸ شͺل

است. آمده ۶ .۸ شͺل در نمودار ها تقطیع اساس بر مختلف µ های ازای به دستگاه این فاز

■

چنگال انشعاب ۳ .۰ .۸

x = x⋆ نقطه ی برای انشعاب ͷی µ = µ⋆ در و باشد دستگاه ͷی ẋ = f(x, µ) کنید فرض

هرگاه گوییم چنگال انشعاب نقطه را µ⋆ صورت، این در دهد. رخ

باشد. دستگاه تعادل نقطه ͷی (x⋆, µ⋆) یعنͬ f(x⋆, µ⋆) = ۰ .۱

باشد. غیرهذلولوی (x⋆, µ⋆) یعنͬ ∂f
∂x

(x⋆, µ⋆) = ۰ .۲

∂f

∂µ
(x⋆, µ⋆) = ۰ .۳

∂۲f

∂x۲ (x
⋆, µ⋆) = ۰ .۴
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∂۲f

∂x∂µ
(x⋆, µ⋆) ̸= ۰ .۵

∂۳f

∂x۳ (x
⋆, µ⋆) ̸= ۰ .۶

ͬ گیرد. م قرار چنگال انشعاب ͷی تحت ẋ = −x+ µ tanhx دهید نشان .۴ .۸ مثال

ͬ دهیم: م قرار منظور، این برای ͬ آوریم. م بدست را انشعاب نقطه ی ابتدا حل.

f(x, µ) = −x+ µ tanhx = ۰ =⇒


x = ۰

µ =
x

tanhx

اما
∂f

∂x
= ۰ =⇒ − ۱+ µ

۱
cosh۲ x

= ۰ =⇒ µ = cosh۲ x.

انشعاب ͷی µ = ۱ ازای به x = ۰ نقطه در بنابراین، .µ = ۱ داریم x = ۰ ازای به نتیجه، در

که است واضح اولا˟ ͬ کنیم. م بررسͬ (۰, ۱) برای را چنگال انشعاب شرایط حال ͬ دهد. م رخ

داریم: ادامه در و است برقرار اول شرط دو

∂f

∂µ
(۰, ۱) = ۰,

∂۲f

∂x۲ (۰, ۱) = ۰,
∂۲f

∂x∂µ
(۰, ۱) ̸= ۰,

∂۳f

∂x۳ (۰, ۱) ̸= ۰.

شͺل به انشعاب این دیاگرام ͬ دهد. م رخ چنگال انشعاب ͷی µ = ۱ برای x = ۰ در بنابراین،

نمودار ها تقطیع اساس بر مختلف µ های ازای به دستگاه این فاز نمای همچنین، است. ۷ .۸

■ است. آمده ۸ .۸ شͺل در
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۴ .۸ مثال انشعاب دیاگرام :۷ .۸ شͺل

µ < ۱ (ج) µ = ۱ (ب) µ > ۱ (آ)

۴ .۸ مثال فاز نمای :۸ .۸ شͺل
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