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چکیده
شناخته (سه بعدی) بعدی دو اُقلیدسی فضاهای در تعامد و زاویه طول، هندسی مفاهیم ارتباط
آنها ارتباط که است داخلی ضرب مفهوم بالاتر، بعد با اقلیدسی فضاهای در اما است شده
که معادلی شرایط یافتن برای بسیاری تلاش های بیستم، قرن طول در می کند. معلوم را
تلاش ها این گرفت. صورت شود، القا داخلی ضرب یک از نرمدار فضای یک نرم آنها تحت
مقاله، این در است. شده داخلی ضرب فضاهای از بسیاری مشخصه سازی های ارائۀ به منجر
از بسیاری منشأ به کاکوتانی تصویر قضیۀ و متوازی الاضلاع اتحاد چگونه که می کنیم بررسی
گسترش چگونگی مرور ضمن سپس شده اند. تبدیل داخلی ضرب فضاهای مشخصه سازی های
ابزاری به نرمدار فضاهای در تعامد چگونه که می کنیم تشریح نرمدار، فضاهای به تعامد مفهوم
داخلی ضرب فضاهای توصیف و نرمدار فضاهای هندسی ویژگی های شناسایی برای مهم
ویژگی های مرور بر علاوه  و معرفی را بِرکُف-جیمز تعامد راستا، این در است. شده تبدیل
آمده به دست تعامد این اساس بر که را داخلی ضرب فضاهای مشخصه سازی های آن، اساسی

می کنیم. بازخوانی است،

سرآغاز .١
کمتر، و ٣ بعد در که است استوار زاویه و طول مفهوم دو بر ،(n ≥ ٢)Rn اقلیدسی فضاهای هندسۀ
ضرب به نام جبری ابزاری بالاتر، بعد با اقلیدسی فضاهای در داریم. دست در دو این از مناسبی هندسی شهود
بیستم قرن اوایل در مفهوم این می شود. برده به کار فضاها این هندسی ویژگی های توصیف برای داخلی
فیثاغورسی؛ تعامد بِرکُف-جیمز؛ تعامد متوازی الاضلاع؛ اتحاد نرمدار؛ فضای داخلی؛ ضرب فضای کلیدی. کلمات و عبارات

محدّب. اکیداً نرمدار فضاهای متساوی الساقین؛ تعامد
ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩٩ ©

١٠٧
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مفهوم انتگرالی معادلات حل فرآیند در او شد. مطرح آلمانی مشهور ریاضیدان هیلبرت١، داوید توسط
در فرانسوی، آنالیزدان فرِشه٢، موریس داد. گسترش نامتناهی بعدِ از برداری فضاهای به را داخلی ضرب
معرفی را اقلیدسی فضاهای در فاصله مفهوم متری، فضاهای معرفی با دکتری اش رسالۀ در ١٩٠۶ سال
را هیلبرت مطالعات بود، هیلبرت شاگردان از یکی که اشمیت٣ ارهارت همراه به او بعد، یکسال کرد.
همچنین کردند. معرفی اقلیدسی فضاهای از تعمیمی به عنوان را داخلی ضرب فضاهای آنها کردند. دنبال
شکل کنند. معرفی داخلی ضرب فضاهای در را تعامد و زاویه طول، مانند هندسی مفاهیم شدند موفق
فون نویمان۴ جان توسط داریم، آشنایی آن با که هیلبرت فضاهای و داخلی ضرب فضاهای نظریۀ امروزیِ
x = (x١, . . . , xn) بردارهای داخلی ضرب است. شده ارائه ١٩٣٠ تا ١٩٢٠ سال های فاصلۀ در [٢٧]

دستور با Rn در y = (y١, . . . , yn) و

⟨x, y⟩ :=
n∑

k=١
xkyk

نامساوی x, y ∈ Rn بردار دو هر برای که کرد ثابت ١٨٢١ سال در کُشی۵ لویی آگوستن می شود. تعریف
|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥∥y∥ (١ . ١)

این است. x بردار طول ∥x∥ =
√

⟨x, x⟩ = (
∑n

k=١ x٢
k)

١
٢ نامساوی، این در است. برقرار

اگر دقیق تر، به عبارت کنیم. تعریف نیز را بردار دو بین زاویۀ مجرد مفهوم تا می کند کمک ما به نامساوی
آن گاه باشد، y و x بردار دو بین زاویۀ θ

cos θ =
⟨x, y⟩
∥x∥∥y∥

.

نگاشت کلی تر، حالت در
⟨·, ·⟩ : X ×X → R, (x, y) 7→ ⟨x, y⟩

باشند: برقرار زیر شرایط اگر می شود نامیده X حقیقی برداریِ فضای روی داخلی ضرب یک
x؛ = ٠ اگر تنها و اگر ⟨x, x⟩ = ٠ و ⟨x, x⟩ ≥ ٠ (آ )

,x⟩؛ y⟩ = ⟨y, x⟩ ،x, y ∈ X هر به ازای (ب)
,αx⟩؛ y⟩ = α⟨x, y⟩ ،α ∈ R هر و x, y ∈ X هر به ازای (پ)

.⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩ ،x, y, z ∈ X هر به ازای (ت)
١David Hilbert ٢Maurice Fréchet ٣Erhard Schmidt ۴John von Neumann ۵Augustin-Louis

Cauchy
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می شود. نامیده داخلی ضرب فضای (X, ⟨·, ·⟩) جفت صورت، این در
توسط اقلیدسی فضاهای در بردارها طول طبیعی تعمیم به عنوان برداری، فضاهای در نرم مفهوم
هانس توسط مستقل به طور زمینه این در تلاش ها اولین (البته شد معرفی ١٩٣٢ سال در باناخ١ استفان
را نظریه این خودش معروف کتاب در باناخ آن، از بعد گرفت. صورت ١٩٢٢ سال در باناخ و هان٢
[٩ ،١] مطالعۀ او، علمی فعالیت های و باناخ زندگی از مبسوطی شرح مشاهدۀ برای داد). بسط و شرح
نگاشت باشد. حقیقی برداری فضای یک X کنیم فرض می شود. پیشنهاد آنها، در اشاره مورد منابع و
اگر می شود نامیده X روی نرم یک می دهد، نسبت را ∥x∥ مقدار x ∈ X هر به که ∥ · ∥ : X → R

کند: صدق زیر شرایط در
∥x∥؛ ≥ ٠ ،x ∈ X هر به ازای (آ )

x؛ = ٠ اگر تنها و اگر ∥x∥ = ٠ (ب)
∥λx∥؛ = |λ|∥x∥ ،λ ∈ R هر و x ∈ X هر به ازای (پ)

.∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ ،x, y ∈ X هر به ازای مثلثی: نامساوی (ت)
می شود. نامیده نرمدار فضای (X, ∥ · ∥) دوتایی صورت، این در

توابع و نامتناهی مجموع های به را (١ . ١) نامساوی ١٨٨٨ سال در شوارتس٣ آماندوس هرمان کارل
دو هر برای (١ . ١) نامساوی که می شود ثابت شوارتس، ایدۀ از الهام با داد. گسترش مربع-انتگرال پذیر
کُشی-شوارتس نامساوی (١ . ١) را سابقه، این به توجه با است. برقرار نیز داخلی ضرب فضاهای در بردار
نیز را داخلی ضرب فضاهای در نامساوی این اثبات دهید اجازه بحث، شدن کامل برای نامیده اند.
صفر (١ . ١) طرف دو آن گاه باشد، صفر بردار y یا x (اگر ناصفر بردار دو y و x اگر کنیم. خاطرنشان
خواهیم ،y′ = y

∥y∥ و x′ = x
∥x∥ فرض با آن گاه باشند، (X, ⟨·, ·⟩) داخلی ضرب فضای در شد) خواهد

داشت

٠ ≤ ⟨x′ ± y′, x′ ± y′⟩ = ∥x′∥٢ ± ٢⟨x′, y′⟩+ ∥y′∥٢ = ٢ ± ٢⟨x′, y′⟩

.|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥∥y∥ لذا و |⟨x′, y′⟩| ≤ ١ می دهد نتیجه این که
بردار آن داخلی ضرب مجذور برابر اقلیدسی، فضاهای در بردار یک طول کردیم، مشاهده که همان طور
∥x∥ :=

√
⟨x, x⟩ رابطۀ که می شود نتیجه کُشی-شوارتس نامساوی از کلی تر، حالت در است. خودش در

داخلی ضرب از القایی نرم به که می کند تعریف نرم یک (X, ⟨·, ·⟩) داخلی ضرب فضای روی (x ∈ X)
هر اما است اقلیدسی فضاهای به شبیه بسیار داخلی ضرب فضاهای هندسی ساختار است. مشهور
ویژگی های از بسیاری که است دریافته به تجربه می کند، مطالعه را نرمدار فضاهای هندسۀ که ریاضیدانی
١Estefan Banach ٢Hans Hahn ٣Karl Hermann Amandus Schwarz
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داخلی ضرب یک از آنها نرم که نرمداری فضاهای در داخلی) ضرب (فضاهای اقلیدسی فضاهای هندسی
به وسیله نرمدار فضاهای معرفی از پس این رو از نیستند. برقرار ببینید)، را ١ . ١ (مثال نمی شود القا
یک از نرمدار فضای یک نرم آنها تحت که شرایطی آوردن به دست برای بسیاری ریاضیدانان باناخ،
فضاهای از فراوانی مشخصه سازی های ارائۀ به منجر تلاش ها این کرده اند. تلاش شود، القا داخلی ضرب
قطرهای مربعات مجموع R٢ اقلیدسی فضای در می دانیم مقدماتی هندسۀ از است. شده داخلی ضرب
و نخستین واقعیت، این از الهام با است. برابر آن ضلع های مربعات مجموع با متوازی الاضلاع یک
فون نویمان جان و ژُردان١ پاسکال توسط ١٩٣۵ سال در داخلی ضرب فضاهای مشخصه سازی مشهور ترین
حقیقی نرمدار فضای یک نرم این که برای کافی و لازم شرط که کردند ثابت [١۶] در آنها آمد. به دست
فضای دقیق تر، عبارت به است. متوازی الاضلاع تساوی برقراری شود، القا داخلی ضرب یک توسط
زیر تساوی x, y ∈ X هر برای اگر تنها و اگر است داخلی ضرب فضای یک (X, ∥ · ∥) حقیقی نرمدار

باشد: برقرار دارد، نام متوازی الاضلاع اتحاد که

∥x− y∥٢ + ∥x+ y∥٢ = ٢(∥x∥٢ + ∥y∥٢).

تنها و اگر است داخلی ضرب فضای یک X حقیقی نرمدار فضای که است این حقیقت، این مستقیم نتیجۀ
داخلی ضرب فضاهای از مشخصه سازی این باشد. داخلی ضرب فضای یک آن بعدی دو زیرفضای هر اگر
فضاهای از نمونه هایی با متوازی الاضلاع اتحاد از استفاده با زیر مثال در است. کاربردی و ساده بسیار

شد. خواهیم آشنا نمی شود، القا داخلی ضرب یک از آنها نرم که نرمدار

به که باشد [٠, ١] بازۀ روی مقدار حقیقی پیوستۀ توابع همۀ نرمدار فضای C[٠, ١] اگر (الف) .١ . ١ مثال
نرم

∥f∥ := sup
t∈[٠,١]

|f(t)| (f ∈ C[٠, ١])

داریم g(t) = ١ − t و f(t) = t به ازای آن گاه است، شده مجهز

٢ = ١٢ + ١٢ = ∥f + g∥٢ + ∥f − g∥٢ ̸= ٢(∥f∥٢ + ∥g∥٢) = ١٢)٢ + ١٢) = ۴.

که می گیریم نتیجه پس نیست. برقرار C[٠, ١] روی شده تعریف نرم برای متوازی الاضلاع اتحاد بنابراین
شود. القا داخلی ضرب یک از نمی تواند نرم این

١Pascual Jordan
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نرم به ،[٠, ١] بازۀ روی انتگرال پذیر حقیقی توابع همۀ شامل ،L٠]١, ١] برداری فضای اگر (ب)

∥f∥ =

∫ ١

٠
|f(t)|dt (f ∈ L٠]١, ١])

نمی شود. القا داخلی ضرب یک از نرم این که داد نشان می توان مشابه به طور آن گاه شود، مجهز

اساس بر داخلی ضرب فضاهای برای دیگری جالب مشخصه سازی [٢٠] کوبوتا١ ١٩٣٩ سال در
بعدی دو حقیقی نرمدار فضای که کرد ثابت جالب روشی به او آورد. به دست آنها واحد کرۀ ظاهری شکل

آن: واحد کرۀ اگر تنها و اگر است داخلی ضرب فضای یک X (سه بعدی)

SX := {x ∈ X : ∥x∥ = ١}

دارند اهمیت نظر این از کوبوتا و فون نویمان ژُردان، توسط آمده به دست نتایج باشد. (بیضی گون) بیضی
(سه بعدی) بعدی دو زیرفضاهای به مسئله داخلی، ضرب فضاهای مشخصه سازی های از بسیاری در که
برای دیگری مشخصه سازی های واقعیت ها، این به کارگیری با [١٠] در دِی مثال، برای می یابد. کاهش
ضرب فضای یک (X, ∥ · ∥) حقیقی نرمدار فضای که کرد ثابت به ویژه کرد. ارائه داخلی ضرب فضاهای

،x, y ∈ X هر برای اگر تنها و اگر است داخلی

∥x∥ = ∥y∥ = ١ ⇒ ∥x− y∥٢ + ∥x+ y∥٢ = ۴. (١ . ٢)

(١ . ٢) رابطۀ اگر تنها و اگر است بیضی X از Y بعدی دو زیرفضای هر واحد کرۀ که کرد ثابت او واقع، در
متوازی الاضلاع اتحاد از ضعیف تری شکل ،(١ . ٢) که کنید توجه باشد. برقرار Y از دلخواه بردار دو هر برای
فضاهای از دیگری مشخصه سازی هان-باناخ، قضیۀ از استفاده با ١٩٣٩ سال در [١٧] کاکوتانی٢ است.
ضرب فضاهای برای تاکنون که است توصیف هایی از بسیاری منشأ خود که آورد به دست داخلی ضرب
[٢۴] در کاکوتانی قضیۀ از کامل تر و ساده تر اثباتی ١٩۴٠ سال در بعد، سال یک است. شده ارائه داخلی

می کنیم. بیان اینجا در آن را نتیجه، این اهمیت به دلیل شد. ارائه فیلیپس٣ توسط

داخلی ضرب فضای یک است، ٣ حداقل آن بعد که X حقیقی نرمدار فضای (کاکوتانی) .١ . ٢ قضیه
به توی X از یک نرم با تصویری X از Y (سه بعدی) بعدی دو فضای زیر هر برای اگر تنها و اگر است
و P ٢ = P که باشد داشته وجود P : X → Y کراندار و خطی نگاشت یعنی باشد، داشته وجود Y

.∥P∥ = ١
١Kubota ٢Kakutani ٣Phillips
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٣۵٠ از بیش امیر١ [٧] در می شود. پیشنهاد [٢٣ ،٧] باره، این در مشروح تر بحثی مطالعۀ برای
تقسیم دسته دو به مشخصه سازی ها این است. کرده گردآوری را نرمدار فضاهای برای مشخصه سازی
اتحاد به کارگیریِ با و بعدی دو زیرفضاهای به مسئله کاهش با که هستند آنهایی اول، دستۀ می شوند.
تصویر قضیۀ از مستقیم به طور که هستند مشخصه سازی هایی دوم، دستۀ و می آیند به دست متوازی الاضلاع
آنها نرم که فضاهایی توصیف برای بسیاری روش های بیستم، قرن طول در می شوند. حاصل کاکوتانی
روش ها، این مهم ترین از یکی است. شده ارائه ریاضیدانان توسط می آید، به دست داخلی ضرب یک از
رابطۀ عمود واژۀ مقدماتی، هندسۀ در است. تعامد مفهوم به وسیلۀ داخلی ضرب فضاهای مشخصه سازی
خط یک می شود گفته زمانی یعنی می کنند. تقاطع یکدیگر با قائمه زاویۀ با که می کند توصیف را خط دو
(n > ٣) Rn اقلیدسی فضای در بسازند. قائمه زاویه یکدیگر با خط دو آن که است عمود دیگر خط بر
تعامد مفهوم باشد. صفر آنها داخلی ضرب اگر تنها و اگر عمودند هم بر بردار دو زاویه، تعریف به توجه با
در مفهوم این همچنین است. آنها به وابسته علوم سایر و تقریب نظریۀ تابعی، آنالیز در قدرتمند ابزاری
می کند. ایفا مهم نقشی بودن، محدّب اکیداً و همواری مانند نرمدار فضاهای هندسی ویژگی های شناخت
ضرب از که دارد وجود تعامد رابطۀ یک تنها (X, ⟨·, ·⟩) داخلی ضرب فضای در می دانیم، که همان طور
این (در ⟨x, y⟩ = ٠ اگر هستند عمود x, y ∈ X بردارهای دقیق تر، عبارت به می شود. حاصل داخلی

از عبارت اند داخلی ضرب فضاهای در تعامد اساسی های ویژگی برخی .(x ⊥ y نویسیم می صورت،
x؛ = ٠ اگر تنها و اگر x ⊥ x : ناتباهیدگی (آ )

αx؛ ⊥ βy ،α, β ∈ R هر برای آن گاه ،x ⊥ y اگر همگنی: (ب)
y؛ ⊥ x آن گاه ،x ⊥ y اگر تقارن: (پ)

و xn ⊥ yn ،n ∈ N هر برای که باشند چنان X در {yn} و {xn} دنباله های اگر پیوستگی: (ت)
x؛ ⊥ y آن گاه ،yn → y و xn → x

دارد وجود α ∈ R عدد ،x, y ∈ X خطی مستقل و ناصفر بردار دو هر برای وجودی: ویژگی (ث)
ویژگی این .α = − ⟨x,y⟩

∥x∥٢ اگر تنها و اگر x ⊥ (αx+ y) واقع در .x ⊥ (αx+ y) که به طوری
دارد؛ وجود هم بر عمود ناصفر بردار دو ،X از دوبعدی زیرفضای هر در که می کند تضمین

آن گاه ،z ⊥ x و y ⊥ x اگر ) x ⊥ (y + z) آن گاه ،x ⊥ z و x ⊥ y اگر بودن: جمعی (ج)
.((y + z) ⊥ x

می شود، مطرح که طبیعی سؤال است. حقیقی اعداد میدان روی نرمدار فضای یک (X, ∥·∥) کنیم فرض
تعامد مفهوم نمی شود، القا داخلی ضرب یک توسط آن نرم که دلخواه نرمدار فضای یک در که است این
روی تعامد مفهوم نمی شود، القا داخلی ضرب یک از X نرم که وقتی حقیقت، در می شود؟ تعریف چگونه
١Amir
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ضرب فضاهای از تعامد مفهوم گسترش برای زیادی تلاش های تاکنون ١٩٣۴ سال از نیست. یکتا X
کرد معرفی را تعامدی ١٩٣۴ سال در [٢۵] روبرتز١ نخست است. شده انجام نرمدار فضاهای به داخلی

اگر هستند عمود هم بر روبرتز معنای به x, y ∈ X بردارهای است. شده مشهور روبرتز تعامد به که
∥x− λy∥ = ∥x+ λy∥ (∀λ ∈ R).

آن، در که کرد ارائه نرمدار فضای یک از مثالی [١۴] در جِیمز٢ .x ⊥R y می نویسیم این صورت، در
که است این باشند، عمود روبرتز توسط تعریف شده مفهوم به هم بر بردار دو اینکه برای کافی و لازم شرط
درجه دو چندجمله ای های همۀ شامل برداری فضای X اگر که داد نشان او واقع، در باشد. صفر آنها از یکی
تنها و اگر f ⊥R g آن گاه ،f, g ∈ X و باشد (٠, ١) بازۀ روی حقیقی ضرایب با ax٢ + bx به شکل
دارد وجودی ویژگی X حقیقی نرمدار فضای در روبرتز تعامد که کرد ثابت جیمز به علاوه، .fg = ٠ اگر

است. شده بیان دقیق تر به طور بعد گزارۀ در مطلب این باشد. داخلی ضرب فضای X اگر تنها و اگر
بعدی دو زیرفضای Y حقیقی، نرمدار فضای (X, ∥ · ∥) کنیم فرض [۴.٧ نتیجۀ ،١۴] .١ . ٣ گزاره
،x ⊥R y که به طوری باشد داشته وجود y ∈ Y ناصفر بردار اگر .٠ ̸= x ∈ Y و باشد X از دلخواهی

است. داخلی ضرب فضای X آن گاه
می کنند. قطع را یکدیگر p نقطۀ در که هستند R٢ اقلیدسی فضای در خط هایی L٢ و L١ کنیم فرض
q ∈ L١ دلخواه نقطۀ تا L٢ از نقطه هر فاصلۀ اگر تنها و اگر هستند عمود هم بر L٢ و L١ این صورت، در
مفهوم به اشاره ای واقعیت این از الهام با [٨] در ١٩٣۵ سال در بِرکُف٣ نباشد. کوچکتر q تا p فاصلۀ از
این بِرکُف، ایده های به توجه با [١۴] جیمز بعد، دهه یک .[٢] داشت نرمدار فضاهای در تعامد از دیگری
آن به وسیلۀ و کرد ارائه آن از بیشتری ویژگی های و داد گسترش را نرمدار فضاهای در تعامد از جدید مفهوم
آورد. به دست محدّب اکیداً و هموار نرمدار فضاهای داخلی، ضرب فضاهای از فراوانی مشخصه سازی های
y ∈ X بردار بر x ∈ X بردار است. شده نامیده بِرکُف-جیمز تعامد جیمز، و بِرکُف به افتخار تعامد این

اگر است بِرکُف-جیمز متعامد
∥x+ λy∥ ≥ ∥x∥ (∀λ ∈ R).

دو می توان را y و x این صورت، در باشند. R٢ اقلیدسی صفحۀ در متعامد بردارهایی y و x کنیم فرض
می گیریم نتیجه فیثاغورس رابطۀ از است. x− y بردار آن، وترِ که دانست قائم الزاویه مثلث یک از ساق
داشت خواهیم است، عمود نیز −y بردار بر x بردار چون طرفی، از .∥x− y∥٢ = ∥x∥٢ + ∥y∥٢ که
قطرهای x+ y و x− y بردارهای که می شود دیده به سادگی همچنین .∥x+ y∥٢ = ∥x∥٢ + ∥y∥٢
١Roberts ٢James ٣Birkhoff
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.∥x − y∥ = ∥x + y∥ می دهد نتیجه این که است شده بنا y و x بردارهای بر که هستند مستطیلی
و فیثاغورسی تعامد های ،[١۵] در جیمز ،R٢ اقلیدسی صفحۀ در تعامد هندسی ویژگی های این از الهام با

کرد: معرفی زیر به صورت را متساوی الساقین
این در .∥x− y∥ = ∥x+ y∥ اگر هستند متساوی الساقین متعامدِ x, y ∈ X بردارهای •

.x ⊥I y می نویسیم  صورت،
در .∥x + y∥٢ = ∥x∥٢ + ∥y∥٢ اگر هستند فیثاغورسی متعامدِ x, y ∈ X بردارهای •

.x ⊥P y می نویسیم این صورت،
و فیثاغورسی تعامدهای (X, ⟨·, ·⟩) داخلی ضرب فضای در که می شود دیده به سادگی کلی تر، حالت در

داریم x, y ∈ X هر برای زیرا هستند، معادل داخلی ضرب از حاصل تعامد با متساوی الساقین
∥x± y∥٢ = ∥x∥٢ ± ٢⟨x, y⟩+ ∥y∥٢.

که است ضروری نکته این به توجه .⊥P=⊥I=⊥ داریم داخلی ضرب فضاهای در دیگر، بیان به
از برخی است ممکن اما دارند نیز را پیوستگی و ناتباهیدگی ویژگی های و هستند متقارن تعامدها این
تعامدها این که کرد ثابت [١٣] در جیمز باشند. نداشته را داخلی ضرب یک از حاصل تعامد ویژگی های
فیثاغورسی تعامد که کرد ثابت واقعیت، این به توجه با نیستند. (جمعی) همگن اما دارند وجودی ویژگی
اگر تنها و اگر است (جمعی) همگن (X, ∥ · ∥) حقیقی نرمدار برادری فضای در (متساوی الساقین)
در (متساوی الساقین) فیثاغورسی تعامد اگر که کرد ثابت او واقع، در باشد. داخلی ضرب فضای X
دربارۀ بیشتر مطالعۀ برای است. برقرار X در متوازی الاضلاع اتحاد آن گاه باشد، (جمعی) همگن X

مطالعۀ نرمدار، فضاهای هندسی ویژگی های شناسایی در آنها نقش و نرمدار فضاهای در تعامد انواع
می شود. پیشنهاد [٢٨ ،٢٢ ،١٢ ،١١ ،٧ ،۶ ،۴ ،٣]

[١۵ ،١۴ ،١٣] خودش سه گانۀ در ١٩۴٧ تا ١٩۴۵ سال های فاصلۀ در (٢٠٠۴-١٩١٨) جیمز١ روبرت
اکیداً همواری، مانند هندسی ویژگی های برای مشخصه سازی هایی و پرداخت بِرکُف-جیمز تعامد مطالعۀ به
برای مشخصه سازی هایی او آورد. به دست نرمدار فضاهای بودنِ محدّب یکنواخت به طور و بودن محدّب
همین در خود دکتری رسالۀ از ١٩۴۶ سال در جیمز کرد. ارائه تعامد این اساس بر داخلی ضرب فضاهای
هندسۀ در تلاش هایش به دلیل بیشتر جیمز شهرت کرد. دفاع نرمدار» فضاهای در «تعامد عنوان با زمینه،
پس است. کرده ارائه بازتابی باناخ فضاهای از که است دقیقی مشخصه سازی به ویژه و باناخ فضاهای
فضاهای در تعامد مفاهیم مهم ترین از یکی به عنوان به سرعت بِرکُف-جیمز تعامد جیمز، سه گانۀ انتشار از
در این رو از شد. تبدیل نرمدار فضاهای هندسی ویژگی های شناسایی برای توانمند ابزار یک به نرمدار
١Robert C. James
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که را داخلی ضرب فضاهای از مشخصه سازی هایی تعامد، این اساسی ویژگی های مرور از پس مقاله، این
است. [٢] برای مکملی نوشتار، این واقع در می کنیم. بازخوانی است، شده ارائه جیمز توسط

بِرکُف-جیمز تعامد و داخلی ضرب فضاهای .٢
داخلی ضرب فضاهای از مشخصه سازی هایی و بِرکُف-جیمز تعامد اساسی ویژگی های بخش، این در
روش های اهمیتِ به توجه با کرد. خواهیم مرور است، آمده به دست جیمز توسط تعامد این اساس بر که را
به را آنها از برخی برهان می کنیم سعی مشخصه سازی ها، این آوردن به دست در جیمز توسط شده برده به کار
برهان بیان بدون نیز را نتایج از برخی کلام، اطالۀ از پرهیز برای حال، عین در کنیم. بیان ساده ای زبان
را بیشتر جزئیات توانست خواهد علاقه مند خوانندۀ آورده ایم، اینجا در که آنچه مطالعۀ با بی شک آورده ایم.
فصل، این در نرمدار فضاهای همۀ می کنیم فرض چیز، هر از قبل کند. دنبال [١۵ ،١۴ ،١٣] به مراجعه با

هستند. حقیقی
تعامد و بِرکُف-جیمز تعامد (X, ⟨·, ·⟩) داخلی ضرب فضای در که می کنیم توجه نکته این به ابتدا
λ ∈ R هر برای آن گاه ،⟨x, y⟩ = ٠ و x, y ∈ X اگر زیرا هستند، معادل هم با داخلی ضرب از حاصل

داریم
∥x+ λy∥٢ = ⟨x+ λy, x+ λy⟩ = ∥x∥٢ + λ٢∥y∥٢ ≥ ∥x∥٢.

به ازای این صورت، در .⟨x, y⟩ ≠ ٠ اما x ⊥B y کنیم فرض دیگر، سوی از .x ⊥B y یعنی این
داریم λ = − ⟨x,y⟩

⟨y,y⟩

∥x+ λy∥٢ = ⟨x− ⟨x, y⟩
⟨y, y⟩

y, x− ⟨x, y⟩
⟨y, y⟩

y⟩

= ⟨x, x⟩ − ٢⟨x, y⟩
٢

⟨y, y⟩
+

⟨x, y⟩٢
⟨y, y⟩٢ ⟨y, y⟩

= ⟨x, x⟩ − ⟨x, y⟩٢
⟨y, y⟩

< ⟨x, x⟩ = ∥x∥٢.

است. تناقض در فرض با که نیست -جیمز بِرکُف متعامد y بر x پس
آن گاه ،x ⊥B x اگر حقیقت، در است. ناتباهیده بِرکُف-جیمز تعامد کردیم، اشاره قبلا که همان طور
آوریم به دست تا بگیریم نظر در را λ = −١ است کافی .∥x+ λx∥ ≥ ∥x∥ داریم λ ∈ R هر به ازای
زیرا است، همگن بِرکُف-جیمز تعامد همچنین .x = ٠ لذا و ∥x∥ = ٠ پس .٠ = ∥x− x∥ ≥ ∥x∥
λ ∈ R هر برای آن گاه است)، بدیهی α = ٠ (حالت α ̸= ٠ و α, β ∈ R، x ⊥B y کنیم فرض اگر
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این رو از .∥x+ λβ
α y∥ ≥ ∥x∥ داریم

∥αx+ λ(βy)∥ = ∥α(x+
λβ

α
y)∥ = |α|∥x+

λβ

α
y∥ ≥ |α|∥x∥ = ∥αx∥.

ویژگی بِرکُف-جیمز تعامد که می شود نتیجه به سادگی نرم تابع پیوستگی از به علاوه، .αx ⊥B βy بنابراین
دارد. نیز را پیوستگی

توصیف در مهم نقشی که را اَبرصفحه و اَبرفضا مفهوم دو بیشتر، نتایج بیان از قبل دهید اجازه
برداری فضای از سره زیرفضای Hیک کنیم فرض کنیم. یادآوری دارند، نرمدار فضاهای هندسی ویژگی های
یعنی X؛ = span({u٠, H}) که باشد داشته وجود u٠ ∈ X \H اگر است اَبرفضا یک H باشد. X
X برداری فضای در اَبرصفحه است. H زیرفضای و u٠ بردار توسط شده تولید برداری فضای با برابر X
دیگر، به عبارت است. اَبرفضا یک H و x٠ ∈ X آن، در که P = x٠ +H به شکل است مجموعه ای
اَبرفضاهای بین یک به یک تناظری که می دهد نشان بعد گزارۀ هستند. اَبرفضاها یافتۀ انتقال اَبرصفحه ها

دارد. وجود آنها روی خطی تابعک های و برداری فضای یک

این در است. X از سره زیرفضای یک H و برداری فضای یک X کنیم فرض .([٢١]) ٢ . ١ گزاره
به طوری باشد موجود f : X → R مانند ناصفری خطی تابعک اگر تنها و اگر است اَبرفضا H صورت،

.H = ker f := {x ∈ X : f(x) = ٠} که

کردیم، اشاره نخست بخش در که همان طور باشد. داخلی ضرب فضای یک (X, ⟨·, ·⟩) کنیم فرض
مقدار به ازای ،x ̸= ٠ که x, y ∈ X هر برای زیرا دارد، وجودی ویژگی داخلی ضرب از حاصل تعامد
دارد وجود X از H اَبرفضای آن گاه ،x ⊥ y اگر همچنین .x ⊥ (αx + y) داریم α = − ⟨x,y⟩

∥x∥٢

ضابطه با f : X → R خطی تابعک آن، در که H = ker f واقع، در .H ⊥ y و x ∈ H که به طوری
از .f(x) = ٠ و f(y) = ∥f∥∥y∥ صورت، این در که کنید توجه می شود. تعریف f(z) = ⟨z, y⟩
می گیریم نتیجه مشابه به طور y ⊥ x اینکه از است، متقارن داخلی ضرب فضاهای در تعامد چون طرفی،
تابعک آن، در که H = ker f حالت، این در .x ⊥ H و y ∈ H که دارد وجود H اَبرفضای که
.f(y) = ٠ و f(x) = ∥f∥∥x∥ و می شود تعریف f(z) = ⟨z, x⟩ ضابطۀ با f : X → R خطی
معلوم را اَبرفضاها و کراندار خطی تابعک های با بِرکُف-جیمز تعامد رابطۀ که بعدی قضیۀ اثبات با جیمز

دارد. وجودی ویژگی نیز تعامد این که دهد نشان شد موفق می کند،

یک f : X → R اگر باشد. نرمدار فضای (X, ∥ · ∥) کنیم فرض [٢.٢ نتیجۀ ،١۴] .٢ . ٢ قضیه
آن گاه ،x ∈ X و باشد X روی کراندار و ناصفر خطی تابعک



١١٧ جیمز سه گانۀ تا متوازی الاضلاع اتحاد از داخلی: ضرب ١١٧فضاهای جیمز سه گانۀ تا متوازی الاضلاع اتحاد از داخلی: ضرب ١١٧فضاهای جیمز سه گانۀ تا متوازی الاضلاع اتحاد از داخلی: ضرب فضاهای

داریم y ∈ kerf هر برای یعنی x ⊥B kerf) f(x) = ∥f∥∥x∥ اگر تنها و اگر x ⊥B kerf (آ )
x)؛ ⊥B y

،y ∈ L هر برای (یعنی x ⊥B L این صورت، در باشد. X از سره ای زیرفضای L کنیم فرض (ب)
باشد داشته وجود f : X → R مانند کراندار و ناصفر خطی تابعک اگر تنها و اگر (x ⊥B y

.f(y) = ٠ باشیم داشته y ∈ L هر برای و f(x) = ∥f∥∥x∥ که به طوری

فضای هر روی می دهد نشان که است هان-باناخ١ قضیۀ تابعی، آنالیز اساسی قضیۀ چهار از یکی
برای کافی شرایط واقع، در قضیه این دارد. وجود ناصفر پیوستۀ خطی تابعک کافی به اندازۀ ناصفر، نرمدار
قضیه این مهم نتایج جملۀ از می کند. فراهم ما برای را فضا کل به زیرفضا یک از خطی عملگر یک توسیع
f : X → R کراندار و خطی تابعک آن گاه ،x ∈ X و نرمدار فضای یک (X, ∥ · ∥) اگر که است این
،٢ . ١ گزارۀ و ٢ . ٢ قضیۀ و هان-باناخ قضیۀ از نتیجه، این بنابر .[٢١] f(x) = ∥f∥∥x∥ که دارد وجود

می آید. به دست زیر نتیجۀ

به طوری دارد وجود X در H اَبرفضای ،(X, ∥ ·∥) نرمدار فضای در x ناصفر بردار هر برای .٢ . ٣ نتیجه
.x ⊥B H که

می کند. احراز را وجودی ویژگی بِرکُف-جیمز، تعامد که دید خواهیم بعدی قضیۀ در

صورت، این در .x ̸= ٠ که x, y ∈ X و نرمدار برداری فضای (X, ∥ · ∥) کنیم فرض .۴ . ٢ قضیه
که به طوری دارد وجود α ∈ R

x ⊥B (αx+ y).

و ∥f∥ = ١ که هست f : X → R کراندار و خطی تابعک هان-باناخ، قضیۀ بنابر اثبات.
داریم λ ∈ R هر برای صورت، این در .α = − f(y)

f(x) می دهیم قرار اکنون .f(x) = ∥x∥

∥x+ λ(αx+ y)∥ = ∥x+ λ(
−f(y)

f(x)
x+ y)∥ ≥ ∥x∥ − |λ| |f(y)|

∥x∥
∥x∥ − ∥λy∥.

این رو از .−|f(y)| ≥ −∥y∥ می گیریم نتیجه ،|f(y)| ≤ ∥f∥∥y∥ = ∥y∥ چون

∥x+ λ(αx+ y)∥ = ∥x+ λ(
−f(y)

f(x)
x+ y)∥ ≥ ∥x∥+ |λ|∥y∥ − |λ|∥y∥ = ∥x∥.

□ .x ⊥B (αx+ y) بنابراین
١Hahn-Banach
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بِرکُف- تعامد متساوی الساقین، و فیثاغورسی تعامدهای و داخلی ضرب از حاصل تعامد برخلاف
نرم با را (R٢, ∥.∥١) نرمدار فضای مثال، برای نیست. متقارن جیمز،

∥x∥١ = |x١|+ |x٢|, x = (x١, x٢) ∈ R٢

داریم λ ∈ R هر به ازای آن گاه ،y = (١−,١) و x = (٢, ١) اگر بگیرید. نظر در
∥x+ λy∥١ = |٢ + λ|+ |١ − λ| ≥ ٣ = ∥x∥١.

داریم λ =
١
٢ برای اما .x ⊥B y بنابراین

∥y + λx∥١ = ∥(٢,− ١
١∥(٢ =

٣
٢ ≱ ٢ = ∥y∥١.

که به طوری را β حقیقی عدد وجودِ ۴ . ٢ قضیۀ واقعیت، این به توجه با .y ̸⊥B x بنابراین
(βx+ y) ⊥B x

است. وجودی راست از بِرکُف-جیمز تعامد که می دهد نشان فقط ۴ . ٢ قضیۀ حقیقت، در نمی کند. تضمین
است. وجودی نیز چپ از تعامد این که دید خواهیم بعدی قضیۀ در

این صورت، در .x ̸= ٠ که x, y ∈ X و باشد حقیقی نرمدار فضای (X, ∥.∥) کنیم فرض .۵ . ٢ قضیه
تابع که است مقداری β واقع، در .(βx+ y) ⊥B x که به طوری دارد وجود β حقیقی عدد

f : R → R, f(t) = ∥tx+ y∥

اعداد اگر علاوه، به .β = min{∥tx+ y∥ : t ∈ R} یعنی می کند؛ اختیار آن در را خود مطلق مینیمم
بین که β عدد هر برای آن گاه ،(γ′x+ y) ⊥B x و (γx+ y) ⊥B x که باشند چنان γ′, γ حقیقی

.(βx+ y) ⊥B x داریم نیز دارد قرار γ′ و γ
نامساوی از بگیرید. نظر در f(t) = ∥tx + y∥ ضابطۀ با را f : R → R نگاشت اثبات.
.limt→±∞ f(t) = +∞ و است پیوسته R روی f به علاوه است. محدّب f که می شود نتیجه مثلثی
هر برای که به طوری دارد وجود β ∈ R یعنی می کند، اختیار را خود مطلق مینیمم مقدار f بنابراین

،t ∈ R

∥βx+ y∥ ≤ ∥tx+ y∥.

،λ ∈ R هر به ازای لذا
∥βx+ y∥ ≤ ∥(β + λ)x+ y∥ = ∥(βx+ y) + λx∥.
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و (γ′x + y) ⊥B x و (γx + y) ⊥B x فرض کنیم اکنون .(βx + y) ⊥B x نتیجه در
چون و هستند f تابع مینیمم ∥γ′x+ y∥ و ∥γx+ y∥ مقدارهای شد، گفته آنچه بنابر .γ < β < γ′

از .f(γ) = f(γ′) که می گیریم نتیجه ،limt→±∞ f(t) = +∞ و است پیوسته و محدب f تابع
.β = λγ + (١ − λ)γ′ که به طوری دارد وجود λ ∈ [٠, ١] پس ،γ < β < γ′ چون دیگر، سوی

بنابراین

f(β) = f(λγ + (١ − λ)γ′) ≤ λf(γ) + (١ − λ)f(γ′) = f(γ).

□ .(βx+ y) ⊥B x لذا و f(β) = mint∈R f(t) این رو از

در H مانند اَبرفضایی همواره ،X نرمدار فضای در x بردار هر برای که کردیم مشاهده ٢ . ٣ نتیجۀ در
٣ حداقل آن بعد که X نرمدار فضای در که بدانیم است جالب .x ⊥B H که به طوری دارد وجود X
فضای یک X آن گاه ،H ⊥B x که باشد داشته وجود H اَبرفضای ،x ∈ X بردار هر برای اگر باشد،

است. شده ثابت [١۵] در جیمز توسط واقعیت این است. داخلی ضرب
دیده به سادگی است. یک شعاع و مختصات مبدأ مرکز به دایره ای مرز R٢ اقلیدسی فضای واحد کرۀ
کرۀ روی متمایز نقطۀ دو y و x اگر دیگر، عبارت به نیست. پاره خطی هیچ حاوی R٢ واحد کرۀ که می شود
که کنید (توجه می کند قطع y و x نقاط در تنها را واحد کرۀ نقاط، این واصل خط آن گاه باشند، R٢ واحد
همین ندارد). را ویژگی این که است مربع یک نرم، این با آن واحد کرۀ آن گاه کنیم، مجهز ∥·∥١ به R٢را اگر
واحدِ کرۀ مورد در کلی تر، حالت در و (n ≥ ٣) Rn n-بعدیِ اقلیدسی فضای واحد کرۀ مورد در واقعیت
آنها واحد کرۀ که را نرمداری فضاهای واقعیت ها، این اساس بر است. صادق نیز داخلی ضرب فضاهای
(X, ∥·∥) نرمدار فضای دقیق تر، عبارت به نامیده اند. محدّب اکیداً فضاهای نباشد، پاره خطی هیچ شامل
بتوانیم ∥x∥ = ∥y∥ = ١ اینکه از x ̸= y که x, y ∈ X بردارهای برای اگر گوییم محدّب اکیداً را
اکیداً داخلی، ضرب فضاهای و Rn اقلیدسی فضاهای که است روشن .∥x+y

٢ ∥ < ١ بگیریم نتیجه
مشخصه سازی یک بِرکُف-جیمز، تعامد وجودی ویژگی اساس بر بعدی قضیۀ در جیمز هستند. محدّب

است. کرده ارائه محدب اکیداً نرمدار فضاهای برای

هستند: هم ارز زیر گزاره های باشد. نرمدار فضای (X, ∥ · ∥) کنیم فرض [۴ قضیۀ ،١۴] .۶ . ٢ قضیه
است. محدّب اکیداً X (آ )

β ∈ R یکتای مقدار x ̸= ٠ که x, y ∈ X هر برای یعنی است؛ یکتا چپ از بِرکُف-جیمز تعامد (ب)
.(βx+ y) ⊥B x که به طوری دارد وجود
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و اگر است محدّب اکیداً X نرمدار فضای است، کرده ثابت [٢۶] در اشمولین١ آنچه اساس بر
خود ماکسیمم X واحد کرۀ از نقطه یک در تنها f : X → R کراندار و خطی تابعک هر اگر تنها
کراندار و خطی تابعک هر برای اگر تنها و اگر است محدّب اکیداً X دیگر، بیان به کند. اختیار را
این که بدانیم است جالب .f(x) = ∥f∥ که باشد داشته وجود x ∈ SX یک تنها ،f : X → R
خطی تابعک و است محدّب اکیداً X کنیم فرض می آید. به دست ساده تری به طور ۶ . ٢ قضیۀ از حقیقت،
می کند. اختیار x١, x٢ ∈ SX متمایز نقاط در را خود ماکسیمم ∥f∥ = ١ با f : X → R کراندار و
f(x١ − x٢) = ٠ این رو از .f(x٢) = ∥x٢∥ = ١ و f(x١) = ∥x١∥ = ١ این صورت، در
داریم λ ∈ R هر برای بنابراین .f(x١ + λ(x٢ − x١)) = ١ داریم λ ∈ R هر برای لذا و
می گیریم نتیجه مشابه، روش به .x١ ⊥B (x٢−x١) یعنی این .∥x١+λ(x٢−x١)∥ ≥ ∥x١∥ = ١

،β ∈ [٠, ١] هر برای که می شود نتیجه ۵ . ٢ قضیۀ از پس .x٢ ⊥B (x٢ − x١) که

(x١ + β(x٢ − x١)) ⊥B (x٢ − x١)

به عکس، است. تناقض در X بودنِ محدب اکیداً با نتیجه در و بِرکُف-جیمز تعامد چپ از یکتایی با این و
نیست. یکتا چپ از بِرکُف-جیمز تعامد ،۶ . ٢ قضیۀ بنابر این صورت، در نباشد. محدب اکیداً X کنیم فرض
.(αx + y) ⊥B x و y ⊥B x که به طوری دارند وجود α حقیقی عدد و x, y ∈ X بردارهای پس
f(y) = ∥f∥∥y∥ که دارد وجود f : X → R کراندار و خطی تابعک که می کند تضمین ٢ . ٢ قضیۀ
خطی تابعک این رو از .∥αx + y∥ = ∥y∥ که می شود نتیجه ۵ . ٢ قضیۀ از طرفی، از .f(x) = ٠ و
این که می کند اختیار X واحد کرۀ از αx+y

∥αx+y∥ و y
∥y∥ متمایز نقطۀ دو در را خود ماکسیمم f کراندار و

است. محدّب اکیداً X بنابراین ندارد. امکان
آمده به دست بِرکُف-جیمز تعامد اساس بر که را داخلی ضرب فضاهای مشخصه سازی های ادامه، در
توسط که داخلی ضرب فضاهای مشخصه سازیِ از آنها اثبات در جیمز می کنیم. اثبات و بیان است،
داریم. نیاز ٢ . ٢ قضیۀ از تعمیمی به منظور، این برای است. کرده استفاده شد، ارائه ١ . ٢ قضیۀ در کاکوتانی

آن از بسته ای و سره زیرفضای H و نرمدار فضای (X, ∥ · ∥) کنیم فرض [٧.١ قضیۀ ،١۴] .٢ . ٧ قضیه
تابعک هر برای اگر تنها و اگر y ⊥B H که به طوری دارد وجود y ∈ X بردار صورت، این در باشد.

.f(x) = ∥f∥∥x∥ که باشد داشته وجود x ∈ X بردار f : X → R کراندار و خطی

تنها و اگر است متقارن (X, ∥ · ∥) سه بعدیِ حداقل نرمدار فضای در بِرکُف-جیمز تعامد .٢ . ٨ قضیه
باشد. داخلی ضرب فضای یک X اگر

١Šmulian
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چون باشند. X٠ در بردار دو x٢ و x١ و باشد X از سه بعدی زیرفضای یک X٠ کنیم فرض اثبات.
قضیۀ شرایط محدّب، اکیداً نرمدار فضاهای از اشمولین مشخصه سازی بنابر پس است، متناهی X٠ بعد
باشد، x٢ و x١ به وسیلۀ شده تولید زیرفضای H٠ := span{x١, x٢} اگر بنابراین است. برقرار ٢ . ٧
متقارن بِرکُف-جیمز تعامد اگر لذا و y ⊥B H٠ که دارد وجود y ∈ X٠ بردار ،٢ . ٧ قضیۀ بنا بر آن گاه
زیرفضای به توی X٠ از تصویر نگاشت P : X٠ → H٠ کنیم فرض اکنون .H٠ ⊥B y آن گاه باشد،
هر برای که می شود دیده به سادگی .z = P (z) + azy ،z ∈ X٠ هر برای که باشد H٠ بعدی دو
سه بعدی زیرفضای هر روی یک نرم از تصویری یعنی این .∥P∥ = ١ و ∥P (z)∥ ≤ ∥z∥ ،z ∈ X٠
ضرب فضای X که می کند تضمین (١ . ٢ (قضیۀ کاکوتانی تصویر قضیۀ بنابراین دارد. وجود X از X٠
□ است. داخلی
بِرکُف- تعامد (X, ∥ · ∥) نرمدار فضای در گوییم نیست، متقارن بِرکُف-جیمز تعامد اینکه به توجه با
گرفت نتیجه بتوان z ⊥B x و y ⊥B x اینکه از x, y, z ∈ X هر برای اگر است جمعی چپ از جیمز
نیست. جمعی چپ از بِرکُف-جیمز تعامد آنها در که دارند وجود نرمداری فضاهای اما .(y + z) ⊥B y

و y = (١, ٠) ،x = (١, ١) کنید فرض و بگیرید نظر در را (R٢, ∥ · ∥١) نرمدار فضای مثال، برای
داریم λ ∈ R هر برای صورت، این در .z = (−١, ١)

∥y + λx∥١ = |١ + λ|+ |λ| ≥ ١ = ∥y∥١

و
∥z + λx∥١ = |١ − λ|+ |١ + λ| ≥ ٢ = ∥z∥١

به ازای زیرا ،(y + z) ̸⊥B x که می شود دیده به سادگی که حالی در z؛ ⊥B x و y ⊥B x بنابراین
مشخصه سازی واقعیت، این به توجه با جیمز .∥(y + z) + λx∥١ = ١ < ∥x∥١ = ٢ داریم λ = ٠

می کنیم. بیان را آن بخش این پایانی قضیۀ در که کرد ارائه داخلی ضرب فضاهای از دیگری
و اگر است جمعی چپ از (X, ∥ · ∥) سه بعدیِ حداقل نرمدار فضای در بِرکُف-جیمز تعامد .٢ . ٩ قضیه

باشد. داخلی ضرب فضای یک X اگر تنها
دارند وجود X در H٢ و H١ اَبرفضاهای ،٢ . ٣ نتیجۀ بنابر .x١, x٢ ∈ X کنیم فرض اثبات.
پس است، همگن و جمعی چپ از بِرکُف-جیمز تعامد چون .x٢ ⊥B H٢ و x١ ⊥B H١ که به طوری
z ∈ X هر دیگر، سوی از .αx١ +βx٢ ⊥B M ،α, β ∈ R هر برای آن گاه ،M := H١ ∩H٢ اگر
به .P (z) = αx١ + βx٢ و y ∈ M آن، در که دارد z = P (z) + y به صورت یکتای نمایشی
و x١ توسط شده تولید بعدی دو فضای به توی تصویر یک P : X → span{x١, x٢} ترتیب، این
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داخلی ضرب فضای یک X که می شود نتیجه ١ . ٢ قضیۀ از بنابراین .∥P∥ = ١ که می کند تعریف x٢
□ است.

[١۵] در جیمز واقع، در است. الزامی ٢ . ٨ قضیۀ در X نرمدار فضای بودنِ سه بعدی حداقل شرط
از آن نرم اما است متقارن بِرکُف-جیمز تعامد آنها در که است کرده معرفی را بعدی دو نرمدار فضاهای
،X بعدیِ دو نرمدار فضای در که است کرده ثابت [١۵] در جیمز همچنین نمی شود. القا داخلی ضرب

باشد. محدّب اکیداً X که است جمعی چپ از وقتی فقط X در بِرکُف-جیمز تعامد

محترم داوران از و ریاضی اندیشۀ و فرهنگ محترم سردبیر جهانی پور، روح اله دکتر از قدردانی: و تشکر
می کنم. قدردانی و تشکر افزودند، مقاله علمی غنای بر خود، ارزشمند نظرات با که
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